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AiRA I 05: Modelowanie obiektow sterowania
w LabVIEW - opis w przestrzeni stanu

Temat ten omawia zagadnienia dot. modelowania obiektéw sterowania w przestrzeni stanu.

1. Opis w przestrzeni stanu (State Space)

Cechg charakterystyczng fizycznych uktadéw dynamicznych jest zdolnos¢ do akumulowania
energii. Oznacza to, ze jezeli na uktad dynamiczny dziata sygnat wejsciowy u(t), to znajomos¢ tego
sygnatu w chwili t=t, nie wystarcza do okreslenia sygnatu wyjsciowego y(to). Na wartos¢ tego sygnatu
w chwili to wptywa bowiem réwniez przebieg sygnatu u(t) w przesztosci, dla t< t; decydujacy o
nagromadzonej w ukfadzie energii. Aby odcigé sie od przesztosci, wprowadza sie pojecie stanu. Stan
jest to minimalna liczba danych charakteryzujgca przesztos¢ uktadu dynamicznego i umozliwiajaca
jednoczesnie okreslenie jego zachowania sie w przysztosci (pod warunkiem znajomosci przysztych
sygnatéw wejsciowych). Dla przyktadu zatézmy, ze modelem matematycznym uktadu dynamicznego
jest réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n-tego

a,y™ + a,_ 1y V4. +a,yD + agy = u(t)

Znajomos¢ prawej strony réwnania modelujgcej sygnat wejsciowy u(t), oraz warunkéw
poczatkowych y(to),...,y""(ts) w liczbie réwnej rzedowi réwnania, okresla jednoczeénie rozwigzanie,
czyli znajomos$¢ sygnatu wyjsciowy uktadu y(t). Mozna wiec stwierdzi¢, ze warunki poczgtkowe
okreslajg stan uktadu w chwili t,. Kazde réwnanie rézniczkowe rzedu n-tego mozna sprowadzi¢ do
postaci normalnej, czyli przedstawic¢ w postaci uktadu n réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

y() = x1(t)
X'y =Xy
X'y =X3

X'n—l = Xn

Znajomos¢ zmiennych x(i=1,2,...n) w chwili to oraz sygnatéw uj(t)(i=1,2,...,m) dla t> t, umozliwia
okreslenie zachowania sie uktadu dla wszystkich chwil t > to. Zmienne x; okreSlajg wiec w kazdej
chwili stan uktadu i stad sg nazwane wspdtfrzednymi stanu.

Zapis rownan mozna uczyni¢ bardziej przejrzystym stosujgc symbolike wektorowsg, przy czym:
X=(X1, X2, Xn)7; U=(Uy, Uzy...,um)’; f=(f1, forerf)T;
n - wymiar wektora stanu,
m - wymiar wektora sygnatéw sterujacych.

Wektor x, ktérego elementami sg wspdtrzedne stanu, nazywa sie wektorem stanu, a przestrzen
n-wymiarowg o wspotrzednych xi(i=1,2,...,n) nosi nazwe przestrzeni stanu, a powyzsze réwnanie nosi
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nazwe rownanie stanu. Zmiany wektora stanu z biegiem czasu tworzg w przestrzeni stanu krzywg
nazwang trajektoriq stanu. Sygnaty y=y(t), ktére zjawiajg sie na wyjsciu uktadu, sg pewnymi funkcjami
wspotrzednych stanu, mogg by¢ réwniez zalezne bezposrednio (nie przez wspoétrzedne stanu) od
sygnatéw wejsciowych u. Rdwnanie y=f,(x,u) nazywa sie réwnaniem wyjscia uktadu dynamicznego.
Zauwazmy, ze sg to réwnania algebraiczne, bowiem caty opis dynamiki ukfadu jest zawarty w
rownaniu stanu. W ten sposob petny opis uktadu obejmuje rownania stanu i wyjscia, co w notacji
macierzowej ma nastepujgcg postac:

X' =Ax + Bu

Y=Cx+Du

Rownaniom tym odpowiada schemat:
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Rys. 1. Schemat liniowego uktadu dynamicznego opisanego w przestrzeni stanu.

A - macierz uktadu, (stanu), reprezentuje dynamike systemu

B - macierz wejscia, sterowania

C - macierz wyjscia (odpowiedzi), pokazuje w jaki sposdb sg transformowane zmienne stanu na
zmienne wyjsciowe

D - macierz tranzycyjna (bezposredniego sterowania)

x(t) — wektor zmiennych zaleznych, wektor stanu

u(t) — wektor wymuszen wejsciowych, wektor sterowania

y(t) — wektor wielkosci wyjsciowych, wektor odpowiedzi

Wezmy pod uwage ogolny przypadek:
a,y™ + a,_ 1y V4. +a,yD + apy = u(t)

czyli:
An-1 (. _ aq ao 1
y™ = — y D4 ——y® — =y 4 —u(t)
an an an an
Wykonujemy podstawienie wg:
( y® =x.(t
X1 (1) = x2(0)
X2 () = X3 ®
X'n-1(t) = xu ()
woéwczas:
a a a,_ 1
X = — Xy —— Xy + o —— + —u(t)
an n n aTl

Otrzymamy uktad rdwnan 1-go rzedu nastepujgcej postaci:
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X1 =Xy
X3 = X3
Xp_1 = Xp
| (0N aq An—1 1
Xy =——X1 ——X + - ———x, + —u(t)
an an an an

@) = x.(t)

ktdry w notacji macierzowej ma nastepujgcy postac:

' 0 1 0
[*1 0 0 0 X1 0
x:Z = : * x:Z + 0 * U
e, |- -2 T,
x| Ta Ta, a, | Ml 11
X1 0
X
Pl=01 0 - x| 7|+|0]*u
Xn 0
czyli:
X' =Ax + Bu
Y =Cx+ Du
Przyktad I:

Rys. 2. Wizualizacja obiektu
Weimy pod uwage oscylator liniowy z ttumieniem (obcigznik na sprezynie) opisany

nastepujgcym réwnaniem rézniczkowym:
d’y dy
— +a—+ky(t) = u(t

Po przeksztatceniu:

d’y  ady k (t)+1 ®
atz - mdt m’ m"
lub w uproszczeniu:
. _oa ,k 4 1
y = my my mu
Przyjmujgc nastepujace wspodtrzedne stanu:
y(t) = x,1(0)
x3 (D) = x2(0)
(1) = a 4 1
X, (1) = mx1 mxz mu
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poniewaz
X' =Ax+ Bu
Y=Cx+ Du
otrzymujemy
0 1 0 X , x|
A=| k al:B = 1;X=[x];X=[,]
- - - 2 Xy
m m m

C=[1 0];D=]0]

W LabView model w postaci przestrzeni stanu wprowadza sie np. poprzez zadajnik modelu w
przestrzeni stanu CD Create State-Space. Mozna do macierzy podtgczy¢ zadajniki wielosci m, alfa, k.

8 Untitled 1 Block Diagram on Untitled Project 1/My Computer * [E=RE
File Edit View Project Operate Tools Window Help ‘@
[n] [15¢t Application Font |~ |[ %~ [ o~ | (25~ [at] ] Search N 3 e
SOOOCDCDCDOOOCOOOCOOOC0OOOG00000000000a0T
Updated Matrix A
'xxx
- |
i FIEE
alfa i Sampling Time (5)
g N = Updated Matrix B
@ [ [SE’][ES] 1] = .
« Matriz C Ik i
m-l I@ i Numeric 'E .
i
T Y
[ =
NeNsNeNeNeN-N-N-N-N-NeNeNeNeNeNeN-NeNeNeN-NeN-NeNsN-N-NeN-NeN-NeN-NeNeN:

Untitled Project 1/My Computer « m ¥

Strzatka pokazuje wyjsciowy klaster zawierajgcy opis modelu w przestrzeni stanu.

Przyktad Il

Rozwazmy model pociggu sktadajgcego sie z lokomotywy i wagonu potgczonych sprezyna.
Masa lokomotywy i wagonu bedzie reprezentowana odpowiednio przez zmienne M; i M;, k to
wspotczynnik sprezystosci sprezyny, F oznacza site wywierang przez silnik lokomotywy, u (lub u)
oznacza wspétczynnik tarcia tocznego.

System moze by¢ reprezentowany przez nastepujgcy diagram:

1 —] +x; —]

kef(x; - x2)
F ~— M; — — M:
k(x1-x2)
—
MM, gy KMagx2
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Z prawa Newtona wiadomo, ze suma sit dziatajgcych na mase rowna sie masie razy jej
przyspieszenie. W tym przypadku sity dziatajgce na mase M; to oddziatywanie sprezyny, sita tarcia i
sita wywierana przez silnik napedzajacy sktad. Sity dziatajagce na M, to oddziatywanie sprezyny i sifa
tarcia. W kierunku pionowym sita grawitacji jest rGwnowazona przez site reakcji wywierang przez
ziemie, zatem nie istnieje przyspieszenie w kierunku pionowym. Rdéwnania ruchu w kierunku
poziomym s3 nastepujace:

Mx; = F — k(x; — x3) — pM1 g%,
My, = k(xy — x3) — uM,gx,

Ten zestaw réwnan mozna zmodyfikowa¢ do postaci zmiennej stanu. Zmienne stanu to pozycje
(drogi), x1 i x» oraz predkosci v; i v;; wymuszeniem jest sita F. Rdwnania zmiennych stanu bedg
wygladaé nastepujaco:

X'l =1

. k

v = —Exl — Ugvy +Ex2 +ﬁ1
sz = 172

. k k

Uy = ﬁz)ﬁ _ﬁzxz —Ugv:

Niech predkosé lokomotywy bedzie sygnatem wyjsciowym uktadu. Wtedy rownanie wyjscia ma
postac:

y=n

Innym sposobem na rozwigzanie problemu jest uzycie modelu w przestrzeni stanu. Cztery
macierze A, B, C i D charakteryzujg zachowanie systemu i beda wykorzystywane w celu jego
zamodelowania. Posta¢ modelu w przestrzeni stanu, ktéra wynika z rownan opisujgcych obiekt
wyglada nastepujaco:

0 0 0
; k k
A B O
V1| _ M, M, U1 + | [F]
X, | 0 0 0 1 |xz 01
; k k v
V2 _ - _ 2 l J
L, ° ~m, M| 0
X1
V1
y=[0 1 0 0]y |+I[0llF]
VU2

Aby zamodelowad uktad w przestrzeni stanu nalezy uzy¢ CD Construct State-Space Model VI
oraz CD Draw State-Space Equation VI. Zmieniajagc parametry w przednim panelu mozna
zaobserwowad zmiany w opisie modelu. Schemat blokowy i panel przedni powinny wyglgdac¢ np. jak
ponizej:

02.2021



Laboratorium Automatyki i Regulacji Automatycznej

e el = 3 Untitled 2 Block Diagram * = | ) i
File Edit View Project Operste Tools Window Help
(2[00 [ 15t Application Font |~ | o= |[7ia~ (-] [48~ \_{“@E File Edit View Project Operate Tools Window Help
- —] =
A Symbolic A i Symbolic B W OIEI|L.D|IE’ 1 |15ptAppI|cat|Dn Font |« HEmv ” -I]n|')\ |‘? 2
#° I 0 1 0 g P iy
30 5 0 0 0 \%0 1/ML
0 0 0 0 0 Symbolic &
0 0 0 0 0 |

=0

’

aal

QU =
Sl o

Symbolic C

Symbolic D

lu

=
*

Name

Name

Name

Value 0010 0
lMl ’|zuu
v dxfdt—\u o *(t) + 03 u(t)

Equation

1 0 0 0 Ho
| | | |

Qqk

m

Equation

oo
0000
oooo

0

Value 0

¥(v = [a 10 a] x(t) + M u(t)

stop
STOP.
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Main Application Instance < [ M 3

2. Zadania do wykonania
Zestaw I:

1.
2.
3.

Zamodelowaé uktad lokomotywa-wagon w przestrzeni stanu.

Rozszerzy¢ wektor wyjsé o predkosé wagonu

Zarejestrowac odpowiedz skokowq i impulsowa ukfadu tj. predkosci lokomotywy i wagonu
dla parametrow:

M = [liczba liter w imieniu] *100 kg

M, = [dzierh miesigca] * 100 kg

i -0.005 s/m

k = [liczba liter w nazwisku] N/s

F = [dowolna z przedziatu 100-10000] N

g=9.8m/s?

Rozbudowaé powyzszy model o drugi wagon o takiej samej masie podtgczony za pomoca
sprezyny o takim samym wspétczynniku sprezystosci.

Rozszerzy¢ wektor wyjsé o predkos¢ drugiego wagonu.

Opisac proces tworzenia modelu, zapisa¢ wzory i macierze opisujgce rozbudowany model w
przestrzeni stanu.

. Wyznaczy¢ odpowiedZ rozbudowanego obiektu na skok jednostkowy oraz impulsowy,

wyznaczy¢ ch-ki Nyquista oraz Bodego.

Zestaw lI:

1.

02.

Zamodelowa¢ silnik pradu statego (rysunek ponizej), gdzie wymuszeniem jest napiecie
zasilania V, a odpowiedzig predkos¢ katowa watu 6.

Fixed
field

v <+> Armature ¢
- cireuit

i
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J—moment bezwtadnosci wirnika = 0.01 kg*mA2

B — wspotczynnik tarcia wiskotycznego = 0.1 N*m*s

Ke — stata sity elektromotorycznej = 0.02 V/rad/s

K: — stata momentu silnika = 0.02 N*m/A

R —rezystancja zastepcza = 1 Ohm

L — indukcyjnos¢ zastepcza=0.5 H

Zatozenia:

Wystepuje tarcie wiskotyczne proporcjonalne do predkosci kgtowej watu.
State pole magnetyczne.

Moment wytwarzany przez silnik jest proporcjonalny do prgdu wg zaleznosci

T = K,i
SEM silnika e jest proporcjonalne do predkosci kqttowej watu
e=K,0
Réwnania opisujace silnik:
J6 + b6 = K,i

Ldi+R'—V K.,0
ac T T e

2. Opisac proces tworzenia modelu, zapisa¢ wzory i macierze opisujgce rozbudowany model w
przestrzeni stanu oraz transmitancyjny.

3. Wyznaczyé odpowiedz modelu silnika na skok jednostkowy oraz impulsowy, wyznaczy¢
ch-ki Nyquista oraz Bodego.
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