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1. Transformacja Laplace’a (prosta)

1. Pseudofunkcje

SO
S0
) (1)
‘\5(0
! t
Odlat<0
_|1 B 5(t)= codlat=0
1(¢) 5 dlat=0 (t) [Odlat;ﬁO
1dlat>0

2. Definicja
Niech dana bedzie funkcja w dziedzinie czasu f(t) zwana ,,oryginalem” taka, ze

_ 0 dla t<0
fle)= okre$lonadla t=0 (1.1)

If(t)<Ae’ dlaA>0io>0 (1.2)

oraz speklnia warunki Dirichleta tzn. ma skonczong liczbe punktow nieciggtosci, w kazdym z tych
punktow istnieje granica lewo i prawo-stronna, a za wartos¢ funkcji przyjmuje sie sredniq tych granic
wowczas funkcja F(s) okre$lona w dziedzinie zmiennej zespolonej s=o+jw taka, dana wzorem

F(s)=L{f(t)}=]) f(t)e"dt (1.3)

© 8

nazywana jest “transformatq Laplace’a” a operacja powyzsza “transformacja Laplace’a”.

3. Wiasnosci

Jesli

L{f(t)}=F(s) i L{g(t)}=G(s) (1.4)
to zachodzg twierdzenia
o addytywnosci L{f(t)+g(t)]=F(s)+G(s) (1.5)
o jednorodnosci L{af(t)}=aF(s); a€R (1.6)
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o liniowosci

o podobienstwie

o thumieniu
0 przesunieciu

o wartosci poczatkowej

o wartosci koncowej

transformacja pochodnej

transformacja calki

L{af (t)+bg(t)}]=aF(s)+bG(s); a,beR

L{f(t)e “}=F(s+a); a>0
L{f(t—a)l=e “F(s); a>0

lim f(t)=lim s F(s)

t>oo t=>0

lim f(t)=lim s F(s)

LI (0)}=s' F(s)- 5 54y 0)
L[jf(r)dr =L
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(1.7)

(1.8)

(1.9)
(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



4. Transformaty popularnych funkcji

Lp. | Oryginal | Transformata | Lp. Oryginal Transformata
Lo : 10. e ey
2. t 2 1L | e (l1-at) T Sasta?
3. edt — 12.| 1-% Dfr e du z_:f;’
4. {reat (s_%f 13. j"‘%*dt 1(1 — arctgs)
5. | sinwt s 14. i‘;ggb'('; 'j_)j;) Sibgas
6. cos wit = 15. | 5 (sinat — atcos at) (—sgi—ig?'
‘ le~ sinct, po eyl
7. sinh wt P sy 16. g 2 gt
8. | coshwt P 17. te~ cos bt H(ﬁ%
9. | () 1(t) 18. te~osin bt (Eya o

Tabela 1.1: Transformaty Laplace'a popularnych funkcji

5. Przyklady
1. Dla funkcji skoku jednostkowego f(t)=1(t) znalez¢ transformate Laplace’a
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Z definicji

2. Dla funkcji f(t)=sin wt znalez¢ transformate Laplace’a
Z definicji

F(S)ZIsin(wt)e_“dt

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Catkowanie przez czesci nie pozwala obliczy¢ powyzszej catki w przypadku gdy zawiera ona funkcje

trygonometrycznag.
Nalezy zastosowac jeden ze wzorow Eulera

jot _ —jot

sin(wt)= T
jot —jowt
cos(wt)=8—T&
2
o jot —jot
F(s)=[ &= sd¢
{ 2j

po wylaczeniu czesci statych przed catke

1 r jwt —jwt\ —st
F(s)=— | (¢’""—e/"")s *dt
21£
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(1.22)

(1.23)

(1.24)



Po wymnozeniu oraz pogrupowaniu
F(s):if (/s —e /' s )dt (1.25)

0

po wylaczeniu -t przed nawiasy w wykladnikach oraz rozpisaniu jako dwie catki

F(s):zijlj e e[ e_t(”j”)dt] (1.26)
0

0

po scatkowaniu

_ 1 -1 71(571‘@)00 -1 7t(s+jw)oo
F(s)=—|—— - 1.27
(s) 2j[s—ja}e y Stjw 0 ( )
Po podstawieniu granic catkowania
11 -1 -1
F(s)=— 0—-1)— 0-1 1.28
(=5 s (0-1) (0= (1.26
po uporzadkowaniu
F(s)=—% (1.29)

6. Zadania
1. Dla funkcji f(t)=sin’(wt) znalez¢ transformate Laplace’a
2. Dla funkcji f(t)=3t znalez¢ transformate Laplace’a
3. Dla funkcji f(t)=Ae*cos(wt) znalez¢ transformate Laplace’a

2. Transformacja Laplace’a odwrotna

1. Definicja
Jezeli funkcja F(s) zmiennej zespolonej s=o+jw speinia zatozenia

posiada pochodna
dF(s)
2.1
s (2.1)
lim F(s)=0 (2.2)
Im(s)»o
catka
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[IF(o+jw)do (2.3)

jest zbiezna

o+jow
to funkcja okreslona wzorem f(t):L_I(s):ﬁj f F(s)e"ds (2.4)
o—jw
1 (;4-.[]‘(,) 1 a+fa1
t)=—— F(s)e*"ds=lim — F(s)e*ds 2.5
f () 277,0 (s) fim o7, ) (s) (2.5)

2. Metody praktyczne

1. Twierdzenie Heaviside’a
Jezeli L(s) i M(s) sa wielomianami odpowiednio stopni I i m przy czym I<m i wielomian M(s) ma n
roznych miejsc zerowych: s;, S, ..., S; to

_ " L(s,)
t)=L'{F(s)}= — e 2.6
f(e) L<>};M(Si) (2:6)
2. Metoda rozkladu na ulamki proste
Funkcje wymierne
wlasciwa f(x)zg(();; gdyst.P(x)<st.Q(x) (2.7)
o P(x)
niewlasciwa f(x)ZW(x)+Q(X) gdy st.P(x)>st.Q(x) (2.8)
Utamki proste
pierwszego rodzaju A a,A€eR i neN (2.9)
(x—a)
drugiego rodzaju PLCH p,q,B,CeR i nelN (2.10)
(x*+px+q)

Funkcje wymierng wiasciwa w postaci

P(x)

2.11
(o x—a (2% pxra ) (X p e, ] @1
mozna zapisac jako sume k;+k,+... +k, utamkow prostych pierwszego rodzaju (x-a;)* o postaci
Ai1 Aiz Aik (2 12)
x—a’  (x—a)  (x—a)" .

oraz l;+I,+...+I; utamk6w prostych drugiego rodzaju (x’+p;x+g:)’ o postaci

Katedra Automatyki i Metrologii



. . . . . X+ 0.
B]1X+CJ1 B]2X+C]z B]”X CJ!\

s s 2.13
X+p.x+g; (X+px+g;) (X+px+g)) (2.13)
B B
F(s)=—2 + 21, > 2.14)
s—s,  S5—s,
L 1 L | 1
f(t)= Ae™ + B,e™ + B,te™ + ... (2.15)

3. Metoda residuow
Jesli funkcja F(s) zapisana w postaci ilorazu wielomianéw posiada n biegunéw (miejsc zerowych
mianownika) to

n

L_I[F(s)}Zf(t)ZZ rSs[F(s)e“] (2.16)
gdzie:
st 1 . d171 I st
:SE[F(S)e ]:(l—l)! 151_)rrs1 dsll[F(s)(s—si) e ] (2.17)
3. Przyklady
10

Znalez¢ funkcje oryginatu dla transformaty  F(s)= m

Pierwiastki mianownika (bieguny): s;=-1, [,=2 i s,=-3, [,=1
Metoda rozkladu na ulamki proste

— 10 _ A B C
F(S)_(5"'1)2(5"'3)_S+1+(s+1)2+s+3 (2.18)

po sprowadzeniu prawej strony do wspolnego mianownika

10 _A(s’+45+3)+B(s+3)+C(s’+25+1)
(s+1)*(s+3) (s+1)*(s+3)

(2.19)

Poniewaz mianowniki utamkow sg sobie rowne rowne liczniki rowniez musza by¢ identyczne. Aby to
zachodzito nalezy rozwiazac uktad réwnan liniowych (uktad rownan w lewej kolumnie, rozwigzanie w
prawej)

s>:0=A+C A=-25
s':0=4A+B+2C B=5
s:10=3A+3B+C C=25

Po wstawieniu otrzymanych warto$ci do rownania (2.18) przyjmuje ono postac
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10 -2,5 5 2,5
= + +

F ) 1P (swa) 5+1 (o1 543

(2.20)

Korzystajac w liniowosci transformaty Laplace’a (zarowno prostej jak i odwrotnej) odszukujemy w
tablicach transformat funkcje oryginalu dla kazdego ze skladnikow ze wzoru (2.20) wg schematu
pokazanego w (2.14) i (2.15). Suma poszczegélnych elementéw daje nam poszukiwang funkcje

oryginahu f(t) czyli poszukiwana funkcje w dziedzinie czasu
f(t)=—2,5e "+5te '+2,5¢ >

Metoda residuow
Zgodnie ze wzorem (2.16)

f(t)=res[F(s)e"|+res|F(s)e™]

dla 51:-1, l1:2
—1t]_ 1 . dl_1 I st
sr:ei[F(s)e ]_(1—1).’slim1 ds[_l[F(s)(s_Si) ¢ ]
_ 1. d 10 2
res |F(s)e''|=—lim —| ———(s+1)’¢e"
s:_l[ ( ) ] 1551 dS|:(5+1)2(s+3)( ) :|
- . d 10
F 1t :1 u st
sl =tim e
st _ st
res [F(s)e " |=101lim te(s+—3)2e
s=—1 s>—1 (S+3)
res [F(s)e ‘|=5te ' ~2,5¢"
s=—1
dla s,=-3, =1
. 1 . d s
sr:e_ss[F(s)e 3‘]2(1_1)151}2) o [F(S)<S_Si)le l]

. I 10 +3)e 3
res [F(s)e ]——hm [m(s 3) }

_ ) 10 3¢
res |F(s)e > |=1lim e
s:—3[ ( ) ] s->—3|:(s+1)2 :|
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(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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res [F(s)e_at]=2,5e_3t (2.31)

s=-3
podstawiajac (2.27) i (2.31) do (2.22)
f(t)=5te*—2,5¢ '+2,5¢ " (2.32)

4. Zadania
1. Znalez¢ funkcje oryginatu dla transformaty

4s+1
F(s)=—23%2 (2.33)
(s+2)(s+3)
2. Znalez¢ funkcje oryginatu dla transformaty
10s+1
F(s)=———— 2.34
(s) s’+10s+24 (239

3. Modelowanie przy pomocy transmitanciji
operatorowej

Dany jest obiekt dynamiczny jak na Rys. 3.1

x(t) Y
—> —>

Rys. 3.1 Obiekt dynamiczny

do wejscia, ktérego doprowadzany sygnat wejsciowy x(t) (wymuszenie) a na wyjsciu obserwujemy
sygnat wyjsciowy y(t) (odpowiedz).

Po zapisaniu uktadu réwnan opisujacych prawa fizyczne obowiazujace w obiekcie nalezy je tak
przeksztalci¢ aby otrzymac rownanie zawierajgce wylacznie wymuszenie i odpowiedz (5.1)

(n) (n—1)
a d y(t)+a _ 7(1 %/(t)+...+a 7dy(t)+a y(t)
n dtM) n-1 dt@ 1) 1 dt 0 (3 1)
d™x(t) d™Vx(t) dx(t) '
=b, ) +by,_ 4 =) + -+b17+box(t)

Réwnanie (5.1) to rownanie dynamiki. Jest to rGwnanie rozniczkowe ktore zawiera zestaw pochodnych
wymuszenie z odpowiednimi wspotczynnikami po jednej stronie i zestawem pochodnych odppowiedzi
z odpowiednimi wspotczynnikami po drugiej. Mozna je zapisa¢ w postaci skondensowanej (3.2)

-~ dly() s, dVx(d)
;ai g —;b;‘ 20 (3-2)
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Wspotczynniki aj, b; w rownaniach (5.1) i (3.2) sq statymi liczbami rzeczywistymi gdy uktad jest:
1) liniowy tzn. w/w wspoétczynniki sq state, niezalezne od wartosci sygnatow
2) stacjonarny tzn. w/w wspotczynniki sa stale, niezmienne sie w czasie

Jesli wspdtczynniki sa state to korzystajac z nastepujacych wiasnosci transformacji Laplace’a
1) liniowosc¢
2) transformata pochodne;j
oraz zakladajqc zerowe warunki poczatkowe réwnanie (5.1) po dwustronnej transformacji Laplace’a
przyjmuje postac (3.3)
a,s"Y(s)+a,_,s"'Y(s)+a,sY(s)+a,Y(s)=b,s" X(s)+b,_,s" ' X(s)+b;sX(s)+byX (s) (3.3)

lub w wersji skondensowanej (3.4)
ZaisiY(s)=ijst(S) (3.4)
i=0 j=0
gdzie X(s) i Y(s) to transformaty Laplace’a odpowiednio wymuszenia i odpowiedzi.
Po wylaczeniu X(s) i Y(s) przed nawiasy otrzymujemy (3.5)
[a,s"+a,_,s" '+a,s+a,|Y(s)=[b,s"+b,_,s" '+b,s+by] X(s) (3.5)

Transmitancja operatorowa G(s) obiektu dynamicznego (ang. Transfer function) definiowana jest jako
stosunek transformaty Laplace’a odpowiedzi do transformaty Laplace’a wymuszenia (3.6)

b,s"+b,_is" '+b,s+b
G(S):Y(S): msn+ m 15n71+ 15+ Dy (3.6)
X(s) as'+a,_,s" '+a,s+a,

Jest to postac tzw. wielomianowa transmitancji
Postac zapisana wzorem (3.7) to postac tzw. zero-biegunowa (ang. Zero-pole). Zera to miejsca zerowe
licznika a bieguny to miejsca zerowe mianownika.

> (s=2,

M=

(S_Zj)

b, < =
G(s)=—"L2 =k (3.7)
! Z(S_pi> (S_pi)
i=0 i=0
gdzie: k - wsp. wzmocnienia, z; - zera, p; - bieguny
Przyklady
1) Wyznaczy¢ transmitancje operatorowq dla czwérnika RC
R Yi
u, (1) —_— w9
Katedra Automatyki i Metrologii Rys. 3.2: Czwdrnik RC 12



=Rt
U, (s)=RCsU,(s)+U,(s)

Gs)=—1
RCs+1

Jest to obiekt inercyjny- I rzedu

G(s)==K

TTs+1

gdzie: k -wzmocnienie, T — stala czasowa

2) Wyznaczy¢ transmitancje operatorowq dla oscylatora harmonicznego z thumieniem (b-

(3.8)
(3.9)
(3.10)

(3.11)

(3.12)
(3.13)
(3.14)

(3.15)

wspotczynnik sprezystosci sprezyny, U -wsp tarcia slizgowego zaleznego od predkosci)

Rys. 3.3:
Mechaniczny

Réwnanie dynamiki dynamiki.

Po obustronnej transformacji Laplace’a
F(s)=ms’Y(s)+usY(s)bY(s)

Y(s)_ 1
F(s) ms’+us+b

G(s)=

Katedra Automatyki i Metrologii
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3) Wyznaczy¢ transmitancje operatorowq dla czwdérniak RL.C

i(1)

u,(?) —— us(1)

Rys. 3.4: Czwornik RLC

uy () =ug(t)+uy (¢)+u (t)
Uc(t)zuz(t)
ug(t)=Ri(t)

uL(t):Ldid—(:)

du,(t) d’u,(t)
;t +LC dtZZ +Uu,

u,(t)=RC

Po obustronnej transformacji Laplace’a
U,(s)=LCs’U,(s)+RCsU,(s)+U,(s)

1

G(s)=——
(5) LCs’+RCs+1

Rozpatrywane powyzej obiekty mechaniczny i elektryczny o transmitancjach danych wzorami

odpowiednio (3.19) i (3.27) sa to obiekty oscylacyjne II-rzedu.

Ogodlnie transmitancje operatorowa obiektu oscylacyjne II-rzedu wyraza wzor

Katedra Automatyki i Metrologii
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(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



k
5)= 2 2
T.s"+2(T,s+1

(3.28)

gdzie: k -wzmocnienie, T, — okres drgan wiasnych niettumionych, { — wspo6tczynnik ttumienia.

Jesli mianownik transmitancji operatorowej przyréwnamy do zera to otrzymamy tzw. rownanie
charakterystyczne. Rodzaj pierwiastkow tego rownania (inaczej rodzaj biegunow transmitancji)
decyduje o charakterze obiektu.

Obiekt ma wlasciwosci oscylacyjne gdy
rownanie charakterystyczne ma pierwiastki (transmitancja ma bieguny) zespolone.

Obiekt ma wlasciwosci inercyjne gdy
rownanie charakterystyczne ma pierwiastki (transmitancja ma bieguny) rzeczywiste.

Zadania
1) Wyznaczy¢ transmitancje uktadu przedstawionego na Rys. 3.5

o I ey oy I

C C
(1) — —_— (1)

Rys. 3.5: Czwornik RCRC
Odpowiedz:

_ 1
G(s)= -
R,R,C,C,s°+(R,C,+R,C,+R,C,)s+1

2) Wyznaczy¢ transmitancje ukladu przedstawionego na Rys. 3.6

YN Il
L cll

u ) R u(1)

Rys. 3.6: Czwornik LCR
Odpowiedz:
SRC

G(s)=—"——
(s) LCs*+RCs+1

3) Wyznaczy(¢ transmitancje uktadu przedstawionego na Rys. 3.7
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u (1) L u(t)

Rys. 3.7: Czwornik RCL

LCs®

Gls)=—5———
LCs"+RCs+1

4) Wykazac, ze uklad z Rys. 3.5 (czwornik RCRC) jest ukladem inercyjnym

5) Dla jakich wartosci k, b, u uklad z przyktadu nr 2 jest ukladem oscylacyjnym

6) Dla jakich wartos$ci R, L, C uktad z przyktadu nr 2 jest uktadem oscylacyjnym

7) Dla jakich wartosci ¢ uktad oscylacyjny, o transmitancji podanej wzorem wzorem (3.28) ma
wlasciwosci oscylacyjne

8) Dla jakich wartosci ¢ uktad oscylacyjny, o transmitancji podanej wzorem wzorem (3.28) traci
wiasciwosci oscylacyjne i staje sie ukladem inercyjnym

4. Wyznaczanie odpowiedzi obiektu na zadane
wymuszenie

Dany jest obiekt dynamiczny jak na Rys. 4.1

x(t) Y
—> —>

Rys. 4.1: Obiekt dynam.

do wejscia, ktérego doprowadzany sygnat wejsciowy x(t) (wymuszenie) a na wyjsciu obserwujemy
sygnat wyjsciowy y(t) (odpowiedz).

Po zapisaniu uktadu réwnan opisujacych prawa fizyczne obowiazujace w obiekcie nalezy je tak
przeksztalci¢ aby otrzymac rownanie zawierajace wylacznie wymuszenie i odpowiedz (5.1) (tzw.
réwnanie dynamiki)

d"y(t d"Vylt dylt
a, }()n() )+anl+1§)+...+alﬂ+aoy(t)
dt dt dt (4.1)
d™x(t) d™Vx(t) dx(t) '
:bm—(m+bmflw+"'+b17+box(t)

Na Rys. 4.2 pokazano rozne drogi pozwalajace wyznaczy¢ odpowiedz y(t) na znane wymuszenie x(t).

Katedra Automatyki i Metrologii 16



XM | oe | Y@
—> dynamii >
1{ L 3 r -1
X(5) Y(s)

—» G [

N
Y(5)=X(s)*G(s)

Rys. 4.2: Wyznaczanie
odpowiedzi

A) Sciezka nr 0
Aby wyznaczy¢ poszukiwany sygnal odpowiedzi y(t) na znane wymuszenie x(t) nalezy
{ozwiaczaé rownanie rézniczkowe (5.1). Moze to by¢ proces praco i czasochtonny.

B) Sciezka nr 1-2—3
1. Wyznaczenie transformaty Laplace’a wymuszenia X(s)=L{x(t)}(transformacja prosta)
2. Wyznaczenie transformaty Laplace’a odpowiedzi z zaleznosci Y(s)=X(s)*G(s)
3. Wyznaczenie oryginatu odpowiedzi y(t)=L"{Y(s)} (transformacja odwrotna)

Sciezka B przenosi obliczenia z dziedziny czasu t do dziedziny zmiennej zespolonej s (krok 1). Tam
dokonujemy obliczen rozwigzujac rownania algebraiczne zamiast rozniczkowych (krok 2) a nastepnie
wracamy do dziedziny czasu (krok 3).

Transmitancje operatorowg mozna wyznaczy¢ na podstawie rownania dynamiki (5.1) i dana jest ona
wzorem

Y(s) b,s"+ b, " '+b,s+b,

G(s)=
) X(s) a,s"+a, ;s"'+a,s+a,

(4.1)

Przyklady
1) Wyznaczy¢ odpowiedz uktadu dwuinercyjnego o wzmocnieniu k=2 oraz statych czasowych
T,=0,5 s i T,=0,2 s na sygnat x(t)=3t.

Dla ukladu podanego w przykladzie transmitancja operatorowa wynosi
k 2
G(s)= = 4.2
(s) (T,s+1)(T,s+1) (0,55+1)(0,2s+1) 4.2)

Krok 1 — Wyznaczenie transformaty Laplace’a wymuszenia (z definicji)
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X(s)= f x(t)e‘“dt:f 3te “dt (4.3)
t=0 t=0

Wewnatrz catki wystepuje iloczyn funkcji wiec mozna zastosowac catkowanie przez czesci

u=3t u'=3

— T —st — _ _l —st OO_ T _l —st
X(s)—t_:fo?;te dt—vz_%e_st bime=3t(=Ce )0 !03( e V)t (4.4)
X(s)=—L(3te ™) —3Le :—ilhmi—hmL]—%lhmi—hm%] (4.5)

S 0 S ) S|xsw e x20 ¢° s | xvw ™ x20 ©°

Po zastosowaniu reguty de I’Hospitala do pierwszego sktadnika oraz obliczeniu pozostatych granic
transformata wymuszenia dana jest wzorem

X(s)== (4.6)
S

Krok 2 - Wyznaczenie transformaty Laplace’a odpowiedzi

Y(S):X(Sm(s):%(0,55+1)2(0,2 s+1) “.7

Krok 3 - Wyznaczenie funkcji oryginalu odpowiedzi na podstawie jego transformaty

Aby znalez¢ bieguny (miejsca zerowe mianownika) trzeba dokonac przeksztalcenia
3 2 60
Y(s)== =— (4.8)
S 0)5(S+2) 0)2(S+5) S (S+2)(S+5)

Wystepuja tu bieguny s; o krotnosciach I;

s,=0 =2
s,=—2 I,= (4.9)
s;=—5 L=1

Znalezienie funkcji oryginatu y(t) mozna wykona¢ metoda rozkladu na ulamki proste lub metoda
residuéw.

Metoda rozkladu na ulamki proste:
Transformate zapisujemy jako sume utamkow prostych (ze zwréceniem szczegd6lnej uwagi na bieguny
wielokrotne)

__60 _A/B,_C , D
s(s+2)(s+5) 5+sz+(s+2)+(s+5) (4.10)

Katedra Automatyki i Metrologii 18



Sprowadzamy prawg strone do wspdélnego mianownika.

60 _ As(s+2)(s+5)+B(s+2)(s+5)+Cs’(s+5)+ Ds’ (s +2)
52(5"'2)(5"‘5)_ s*(s+2)(s+5) (4.1)

Poniewaz mianowniki sg rowne wiec i liczniki musza by¢ sobie rowne.

Aby wielomiany bedace licznikami obu pierwiastkow byly roéwne muszq mie¢ identyczne
wspoétczynniki przy poszczegolnych potegach. To daje nam uklad réwnan liniowych w lewej kolumnie
1 jego rozwigzanie w prawej

s:0=A+C+D A=—4)2

2- — —

sl.O—7A+B+5C+2D B=6 4.12)
s':0=10A+7B C=5

s":10B D=-0,8

Po wstawieniu otrzymanych wspotczynnikow A, B, C, D do sumy utamkow prostych czyli do (4.10)

1 1 1 1
Y(s)=—4,2—+6—=+5 -0,8 4.13
(s)=4.2 46 5 2 (es) (419

Korzystajac w liniowosci transformaty Laplace’a (zarowno prostej jak i odwrotnej) odszukujemy w
tablicach transformat funkcje oryginalu dla kazdego ze skladnikéw ze wzoru (4.13). Suma
poszczeg6lnych elementéw daje nam poszukiwang funkcje oryginalu y(t) czyli poszukiwang
odpowiedz uktadu na zadane wymuszenie

y(t)=—4,2%1(t)+6t+5¢ *—0,8e > (4.14)

5. Modelowanie przy pomocy zmiennych stanu

Niech bedzie dany uktad dynamiczny jak na Rys. 5.1

u(?) »(®)
—> —>

Rys. 5.1: Uktad dynamiczny

Zakladamy, ze rozpatrywany uklad opisany jest rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n

_1)

a,y"+a, y" V4 ra yragy=ult) (5.1)
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Znajac warunki poczatkowe czyli wartosci y(to), .., y¥"(t;) oraz sygnal wymuszenia u(t) mozna
rozwigzac réwnanie (5.1) czyli wyznaczyc¢ y(t).

Uklady dynamiczne majg zdolnos¢ gromadzenia energii skutkiem czego niemozliwe jest wyznaczenie
odpowiedzi y(t) nawet dla znanego sygnalu u(t) jeSli nieznana jest jego historia czyli u(t)|i<e.
Koniecznym jest wprowadzenie pojecia stanu ukladu. Stan jest to minimalna liczba zmiennych
pozwalajaca jednoznacznie okresli¢ historie ukladu dynamicznego lub inaczej warunki poczatkowe.
Znajac stan uktadu oraz przebieg wymuszenia u(t) w przysztosci mozna okresli¢c odpowiedz y(t).

Réwnanie rozniczkowe rzedu n takie jak (5.1) mozna zapisa¢ w tzw. postaci normalnej czyli w postaci
uktadu n rownan rézniczkowych pierwszego rzedu

dx,
de
dx,

I:fZ(Xl(tLXZ(t)’“- ’ Xn(t)1u1<t),u2(t): ""um(t)’ t) (5,2)

Fr(x,(0), x5 (0),ee %, () ou, ()0, (€)oo, (2),0)

B (xy(€), 5,6 () g (€)1 (6), o (£),0)

lub w wersji skroconej

dx,

?:fl(xl,xz,...,xn,ul,uz,...,um,t)

dx,

IZfz(xl,xz,...,xn,ul,uz,...,um,t) (5.3)
dx

d—t":f(xl,xz,...,xn,ul,uz,...,um,t)

Podsumowujac, znajac warto$ci zmiennych x; (i=1,2,...,n) w chwili t, oraz sygnalow wymuszajacych
ui(t) (i=1,2,...,m) dla t>t, jesteSmy w stanie wyznaczy¢ zachowanie uktadu dla t>t,.

Zmienne x; opisuja stan ukladu w danej chwili wiec nazywane sa zmiennymi stanu.

Zmienne x; mozna zapisa¢ w postaci wektora, ktéry nazywamy wektorem stanu.

Przestrzen n-wymiarowa o wspohrzednych x; nazywamy przestrzenia stanu.

Krzywa zakreSlana przez koniec wektora stanu w przestrzeni stanu to trajektoria stanu.

Na Rys. 5.2 przedstawiono uklad wielowymiarowy o p wejsciach i r wyjsciach

u (1)
—— P> wielowymiarowy[ >
uktad :

u;z(l‘) dynamiczny yr()’
Rys. 5.2: Uktad
wielowymiarowy
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Majac wektor stanu oraz dodatkowo w przypadku ukladéw o wielu wejsciach/wyjsciach, kiedy
wymuszenia u; i odpowiedzi y; rowniez tworzg wektory, wygodny jest zapis macierzowy (5.4), (5.5).

Otrzymujemy woOwczas réwnanie stanu:

X=Ax+Bu (5.4)
oraz rOwnanie wyjscia:

y=Cx+Du (5.5)

Schemat blokowy odpowiadajacy rownaniom (5.4) i (5.5) przedstawiono na Rys. 5.3

A ]'
Rys. 5.3: Modelowanie przy pomocy
zmiennych stanu schemat

D

Opis macierzy wystepujacych w rdwnaniach (5.4) i (5.5) oraz na Rys. 5.1 przedstawiono w tabeli 5.1.

Tabela 5.1: Oznaczenia macierzy w modelu zmiennych stanu

Lp. | Oznaczenie Nazwa Wymiar
1 X Wektor stanu n
2 X Pochodna wektora stanu n
3 u Wektor wejsc¢ p
4 y Wektor wyjs¢ r
5 A Macierz dynamiki n;n
6 B Macierz wejs¢ n,p
7 C Macierz wyjs¢ r;n
8 D Macierz tranzycyjna (bezposredniego sterowania) r;p

Przy pomocy zmiennych stanu mozna modelowac takze uktady nieliniowe i niestacjonarne.
Woéwczas macierze A, B, C, D nie zawieraja wartosci statych a funkcje o wartosciach zaleznych od
sygnatow (nieliniowe) lub czasu (niestacjonarne).

Jesli jako zmienng stanu x; przyjmiemy jeden z sygnalow w ukladzie a jako kolejne zmienne x.,.., X,
kolejne pochodne tego sygnatu to zmienne takie nazywamy zmiennymi fazowymi, przestrzen ktora
tworzq bedac jej wspohrzednymi to przestrzen fazowa, z krzywa zakre$lana w tej przestrzeni przez
koniec wektora wyznaczonego zmiennymi to trajektoria fazowa.
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Jako zmienne stanu mozna rowniez przyja¢ dowolne inne sygnaty wystepujace w ukladzie.

W ukladach SISO (ang. single input single output) czesto przyjmuje sie zmienne fazowe wg
nastepujacego schematu: jako x; przyjmuje sie sygnal wyjsciowy (odpowiedz) y(t) i jako kolejne
zmienne odpowiednio kolejne pochodne odpowiedzi.

Niech bedzie dany uktad opisany rownaniem (5.1).
Po podzieleniu dwustronnie przez wspétczynnik przy najwyzszej pochodnej otrzymujemy

M, 91 (-1 91 o), D 1
+— wet—y +—y=—ult 5.6
Yy A an“() (5.6)
a po przeksztalceniu
a a a
y=—t y("_l)...——ly(l)——oy+iu(t) (5.7)
a, a, a,” a,
Przyjmujac x;=y(t) otrzymujemy uklad rownan
X1:X2:y(1)
s — oy — (2
Xp=X3=Y
(5.8)
a, a, a, 1 (-1 1 —d a, a, 1
X =——y——y +.— +—u= X Xy+...— X, +—Uu
" any any an an an ! an ? an " an
Zapisujac macierzowo uklad rownan (5.8) otrzymujemy réwnanie stanu
ro1 o 1 o0 o |r.1fo]
Xl Xl
0 0o .. 0 0 0
Xy X3
=170 o . o (I I M e (5:9)
Xn—1 _& _& Gy Gy Xn—1 i
- Xn - an al’l an an ] Xl’l L al’l
oraz réwnanie wyjscia (poniewaz x;=y(t) )
Xy
Xy
y=[1 0 .. 0 0]*| .. |+[0]*u (5.10)
Xn—l
Xn
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Przyklady

1) Zapisac rownanie stanu i rownanie wyjscia dla oscylatora harmonicznego z thumieniem (b-

wspotczynnik sprezystosci sprezyny, b -wsp tarcia Slizgowego zaleznego od predkosci)

Rys. 5.4:
Oscylator
harmoniczny
Roéwnanie dynamiki dla powyzszego
uktadu

Przyjmujac, ze x;=y(t) oraz u(t)=F(t)otrzymujemy ukiad rownan
X=X,

. u . b 1
x2=—n—1y—r;y+au

co w zapisie macierzowym daje rownanie stanu

' 0 1
Xi=| g Ul
| |"m m

i r6wnanie wyjscia

2) Zapisac rownanie stanu i wyjscia dla czwornika RLC

i(1)

u(t) —

u,(t)

Rys. 5.5: Czwornik RLC
Katedra Automatyki i Metrologii

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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a) Przyjmijmy jako zmienne stanu prad cewki oraz napiecie kondensatora, x;=i(t), x>=uc(t)

Réwnania dynamiki
; di
u,(t)=Ri (t)+LE+uC
duc(t)
dt
u2<t):uc(t)

i(t)=C

(5.16)

Po przeksztalceniu powyzszego uktadu rownan aby po lewych stronach uzyskac najwyzsze pochodne

zmiennych stanu bez wspotczynnikow

. 1 1
’(t)_fuc"'flh(t)

Réwnanie stanu i rownanie wyjscia

y=lo ﬂlul ]+[o}*u1

C

To samo tylko w wykorzystaniem oznaczen zmiennych stanu x; i x;.

. |_R _1 0
S
X5 1 X [T
= 0 L
y=[0 ﬂ["l]ﬂo}*ul
Xy

b) Przyjmijmy fazowe zmienne stanu czyli x;=u,(t)
Na podstawie uktadu réwnan (5.16) zapiszmy rownanie dynamiki

du,(t) d’u,(t)
(;t +LC dt22 +u,

u,(t)=RC
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(5.19)

(5.20)
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Po przeksztalceniu aby po lewej stronie byla samodzielnie najwyzsza pochodna

d’u,  Rdu, 1 1

pu— _— +—
a2 L dt c e

Po przeksztalceniu do uktadu rownan oraz wprowadzeniu oznaczen zmiennych stanu

X =U

X=X

. 1
R ToR N i Tol

Uklad rownan (5.22) przeksztatcony do macierzowego rownania stanu

: 0 1 0
|:X1:|: 1 R Tl N
X2 c L L%l |Lc

oraz rOwnanie wyjscia

y=[1 0]*[2]+[0]*u1

Zadania do samodzielnego wykonania
1) Zamodelowac przy pomocy zmiennych stanu uktad na Rys. 5.6

o I ey oy I

R1 Rz
(O} C,
u(1) e m—— 1y(1)
Rys. 5.6: Czwornik RCRC
Odpowiedz:

X =U
: 0 1 0
X2 R1C1R2C2 (R1C1)+(R2C2)+(R1C2) X2 RlclRZCZ
=it o[ fole

Xy

2) Zamodelowac przy pomocy zmiennych stanu uktad na Rys. 5.7
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u;(t) R us(1)

Rys. 5.7: Czwornik LCR

Odpowiedz:
U Y §
l{]: L L [iHl]ul (5.26)
Uc 1 u-| (L
= 0
C
u,=[R O]Lj ]+[O]u1 (5.27)

3) Zamodelowac przy pomocy zmiennych stanu uktad na Rys. 5.8
4)

4% <y2—(t)|

u(?)

—
m; b m,

O Q @) O
/\ /

u
Rys. 5.8: Wagoniki polqczone elastycznym ztqczem

Jako wymuszenie przyjac site ciagnaca u(t), jako odpowiedzZ przemieszczenie wagonikow y1(t) i y2(t).
b — wspotczynnik sprezystosci sprezyny, y — wspotczynnik tarcia tocznego zaleznego od predkosci i
sity nacisku

5) Zamodelowac przy pomocy zmiennych stanu uklad na Rys. 5.9

g — R P e

Ry

C
iy — )

Rys. 5.9: Czwornik RILCR?2
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6. Przeksztatcanie schematéw blokowych

Zalozenia
1. Obiekty dynamiczne przedstawione sg przy pomocy modeli wejscie-wyjscie tak jak na Rys. 6.1
2. Znane sa transmitancje operatorowe G(s) poszczeg6lnych elementow
3. Elementy do ktérych dostarczany jest sygnat nie obcigzajg wyjs¢ elementéw generujacych
sygnat

Y,
Us) G(s) (s)

Rys. 6.1: Obiekt dynamiczny

Elementy skladowe
1. Obiekt o znanej transmitancji operatorowej G(s)

Y,
i(si G(s) —(S)> G(S)EY<S)

2. Wezel rozgatezny lub zaczepowy

Przy wejsSciach wezta sumacyjnego jesli nie ma znaku lub jest plus sygnat wchodzi do sumy ze
znakiem dodatnim, jesli jest znak minus to wchodzi ze znakiem ujemnym.

Przeksztalcanie schematu — reguly
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1. Polaczenie szeregowe (kaskadowe)

U(s)

Gi(s) >

G,(s)

Y(s)

2. Polaczenie rownolegle

> G,(s)

Ufs)

> G,(s)

3. Uklad zamkniety (ze sprzezeniem zwrotnym)

G,(s)

Ues) T

Uf(s)

G(s)

Y(s)

‘ Us) |
Gy(s) |

Y(s)

4:_?*

U [ G 1M, G)=6i(s)Gs)
YOI G s 6(s)=x6,(s)x6,05)
LS)» _ Gl(s)
6 S)_liGl(s)Gz(s)
a)
U(s) Y(: G(s)= Gyls)
—= G(s) | Y(5), 15G,(s)
b)

UWAGA! W mianowniku wzoréw 3a i 3b znak jest przeciwny do znaku sprzezenia zwrotnego.

4. Zamiana sprzezenia niepelnego w pelne

Uts) G(s)

Y(s)

+

G(s)
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5. Wydzielenie cztonu z gatezi réwnolegtlej

Ugs)

—)E G(s) j}& Ufs
G(s)

6. Przesuniecie wezla zaczepowego przed czton

L Gy

Yy (S)\

7. Przesuniecie wezta zaczepowego za czton

U(s)

G(s)

Y(s)

8. Przesuniecie wezta sumacyjnego przed czton

Uy(s)

G(s) t+ Y(s)
Uz(S)’

9. Przesuniecie wezta sumacyjnego za czton

G(s)

Y(s),
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+  Y(s)

Gufs) g0
U(s) Ges) Y(s)
~—G(s)
U(s G(s) Y(s)
L1,
G(s)
Uils) . 5] Gs) L
U 7|
G(s)
Ui(s G(s)
U
2(s) G(s)




10. L.aczenie weztow zaczepowych

X (S)’

X(3)

X(s)

X(s

11. Rozdzielanie weztéw zaczepowych

X(s)

)

X(s),

X(s

12. Laczenie weztdw sumacyjnych

X5(s)

X (s)+ ’:%—r Y(s)
Xz(Sj‘

13. Rozdzielanie weztéw sumacyjnych
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X(S)"

X(S);

X(s)

X(SZ
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14. Zamiana kolejnosci weztow zaczepowych
X(s)

X(S) 2 1 X(S

X(s

15. Zamiana kolejnosci weztow sumacyjnych

X;(s)

X](S)T t%f Y(S)
Xz(Sj‘

16. Zamiana kolejnoSci weztow zaczepowego i sumacyjnego

Xi(s)

17. Zamiana kolejnosSci weztow sumacyjnych i zaczepowego
X(s)+ Y(s)

X6 |y
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Przyklady
Przeksztalci¢ schemat pokazany na Rys. 6.2 do pojedynczego bloku

Y

G,
—> Gl > Gz

Gy O

Rys. 6.2: Schemat wyjsciowy

X(s)

Y(s)

Y
Q)
(o)

Q)
Ul
A

Schemat zawiera kilka wzajemnie ,,zapetlonych” potaczen dlatego nie mozna bezposrednio zastosowac
zadnej z regut. Trzeba to robic¢ etapami,

Na Rys. 6.3 pokazano obrysowany linia przerywang pewien fragment, ktory mozna zastapi¢ blokiem o
transmitancji Ga.

Y(s)

Rys. 6.3:Przeksztatcanie schematu — krok 1

Poniewaz fragment schematu to jest uklad ze sprzezeniem zwrotnym (tzw. uklad ze sprzezeniem
pelnym) mozna do niego zastosowac regule 3a. W przypadku ukiadu ze sprzezeniem zwrotnym
najpierw nalezy okresli¢ ktdra czes¢ ukladu jest torem glownym w ktora torem sprezenia zwrotnego.
W powyzszym przypadku sygnat wchodzi do bloku Ga z prawej strony a wychodzi z lewej wiec czes¢
ukladu, ktora przesyla sygnal w tym wiasnie kierunku to tor gléwny z czesc¢ ktora sygnal biegnie w
kierunku przeciwnym to tor sprzezenia zwrotnego. Tor glowny to blok G6, sprzezenie ujemne.

GS
G,=
1+G,

(6.1)

Na Rys. 6.4 Pokazano schemat z jego cze$cig zastgpiona blokiem Ga.

Katedra Automatyki i Metrologii 32



Y
Q)
N

X(s) Yi_(f)

— Gl t G2 > G3
Gs

A

Gp <

Rys. 6.4: Przeksztalcanie schematu — krok 2

Kolejny etap to przesuniecie wezta zaczepowego pobierajacego sygnat dla bloku Ga w lewo przed blok
G (zielona strzatka). (Inne rozwigzanie to przesuniecie wezla zaczepowego dostarczajacego sygnat do
Gs w prawo za G,”). Poniewaz zmiana potozenia wezla zaczepowego powoduje zmiane sygnatu
dostarczanego do G Nalezy doda¢ dodatkowy blok aby przywroci¢ sygnatowi pierwotna wartosc. Jest
to dodatkowy blok G, wpiety szeregowo z blokiem Ga (reguta 6). Uklad po tej zmianie przedstawiony
jest na Rys. 6.5

Y
Q)
N

Y(s)

0
Q)
N
Y
Q)

[OV)

Q)
Ul
A

Ga < Gy

Rys. 6.5: Przeksztatcanie schematu — krok 3

Aby schemat byt bardziej czytelny nalezy zmienic¢ kolejno$¢ weztéw zaczepowych obrysowanych
niebieska linig (reguta 14). Po tej zmianie uklad przedstawiony jest na Rys. 6.6

Rys. 6.6: Przeksztatcanie schematu — krok 3
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Na schemacie na Rys. 6.6 wyraznie widac¢ fragmenty, ktére mozna zwina¢ do pojedynczych blokéw.
Fragment oznaczony Gg to uklad ze sprzezeniem zwrotnym (reguta 3a). Tor gtowny to G; tor
sprzezenia to Gs, sprezenie dodatnie.

G,

Geg=7———— 6.2
B 1_G1 G5 ( )

Fragment oznaczony Gc to polaczenie rownolegle (reguta 2) poniewaz sygnatl biegnie z lewej do
prawej zarowno w gatezi G,G; jak i w gatezi G.. Dodatkowo elementy G. i Gs sq polaczone szeregowo
(reguta 1)

G.=G,+G,G, (6.3)

Po zastapieniu fragmentéw blokami Gg i G¢ schemat przyjmuje postac jak na Rys. 6.7

Y(s)
Ge >

Y

Rys. 6.7: Przeksztatcanie schematu — krok 3

Fragment oznaczony Gp to uklad ze sprzezeniem zwrotnym (reguta 3a). Tor gléwny to Gg tor
sprzezenia to Ga i G, sprezenie ujemne. Dodatkowo w torze sprezenia elementy G.i Ga sg polaczone
szeregowo (regula 1)

Gy

G,=——7—7—— 6.4
P 1+4G,G,G, 6-4)

Na Rys. 6.8 pokazano schemat po zastgpieniu odpowiednich fragmentéw blokami o wyliczonych
transmitancjach Gp i Gc¢. Sq one polaczone szeregowo (reguta 1)

X(s) Y(s)
> GD > GC >

Rys. 6.8: Przeksztatcanie schematu — krok 3

Ostatecznie
G(s)=G,G (6.1)

Po wstawieniu (7.1)i(7.2) do (7.4) a nastepnie (7.3)i(7.4) do (6.1) i przeksztalceniu otrzymujemy
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_G,G,+G,G,G3+G,G G +G, G,G;3G4

(6.2)
1+G6_G1 GS_GIGS G6+ GleGG
Zadania
1. Przeksztalci¢ schemat z przyktadu stosujgc inne rozwiazanie oznaczone © na stronie 7
2. Przeksztalci¢ schemat z Rys. 6.9
G 5 [
X(s) l_ Y(s)
O~ G ~O—~{G; 1 Gy >
G4 <
Rys. 6.9: Zad 5.10
3. Przeksztalci¢ schemat z Rys. 6.10
G,
R(s) Y(s)
G,
G4
Rys. 6.10: Zadanie C1d
4. Przeksztalci¢ schemat z Rys. 6.11
R(s) Y(s)
" G, AI_’ G, —e—>
G3
G, e (S‘ Gy
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7. Charakterystyki czestotliwosciowe
Niech dany bedzie liniowy obiekt dynamiczny jak na Rys. 7.1

u(?)
—>

()
>

Rys. 7.1: Obiekt dynamiczny
Jesli jako wymuszenie dostarczamy sygnal harmoniczny (sinusoidalny)
u(t)=U,[coswt+jsinwt]=U,e’ (7.1)
to w stanie ustalonym uzyskamy odpowiedZ rowniez w postaci sygnatu harmonicznego
y(t)=Y,[cos(wt+¢)+jsin(wt+g)]=U, e (7.2)
gdzie: U,, Y, - amplituda sygnatu, w=2m/T — pulsacja sygnatu, T — okres sygnatu, ¢ — przesuniecie fazy.

Sygnat odpowiedzi ma takq sama pulsacje w (ten sam okres T) jak sygnat wymuszenia, moze réznic sie
amplitudq oraz moze by¢ przesuniety w fazie ¢ (op6zniony lub wyprzedzony).

Wprowadza sie pojecie transmitancji widmowej poprzez przyjecie, Ze zmienna zespolona s posiada
jedynie cze$¢ urojona czyli s=jw

G(jw)=G(s)js (7.3)

i jest ona réwna stosunkowi zespolonej warto$ci odpowiedzi do zespolonej wartosci wymuszenia
harmonicznego w stanie ustalonym.

Mozna z niej wyodrebni¢ dwie czeSci: modut

Gljw)=Alw)==* (7.4)

oraz argument
argG(jow)=¢ (o) (7.5)

Przedstawiajac graficznie zaleznosc¢
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* modutu w funkcji pulsacji otrzymujemy czestotliwosciowa charakterystyke amplitudy
* argumentu w funkcji pulsacji czestotliwo$ciowa charakterystyke fazy.

Korzystajac z modutu i argumentu transmitancje widmowa mozna zapisac takze
G(jw)=A(w)cos ¢ (w)+jA(w)sin p(w) (7.6)
oraz po prowadzeniu oznaczen pomocniczych
G(jo)=P(w)+jQ(w) (7.7)
gdzie: P(w)=Re[G(jw )] a Q(w)=Im[G(jw)].
Na podstawie (7.6) mozna stwierdzi¢, ze :
P(w)=P(-w) (7.8)
Qw)=-Q(-w) (7.9)
P(w)=jest funkcja parzysta ze wzgledu na w a Q(w) jest funkcja nieparzysta w.
Dodatkowo mozna zapisac:

Alw)=VP*(0)+Q*(w) (7.10)

—e](7)
¢(w)—arctgm (7.11)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa (Nyquista)
Na podstawie (7.7) mozna wyznaczy¢ kolejne punkty na ptaszczyznie PQ dla pulsacji w przedziale od
zera do nieskonczonosci co pokazano
1. Charakterystyki wykreslana jest na ptaszczyznie o osiach wspéhrzednych P(w) i Q(w) Rys. 7.2
2. Dla zakresu zmiennosci @ od 0 do o wykreslamy krzywa
3. Transmitancja widmowa to liczba zespolona wiec poszczeg6lne punkty
1. mozna wyznaczy¢ obliczajac ich wspotrzedne P(w) i Q(w)
2. sa wyznaczane przez koniec wektora A(w) nachylonego wzgledem dodatniego kierunku osi
odcietych P(w) o kat p(w)

10(e)

L>00
P(wy)
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Charakterystyki logarytmiczne: amplitudowa i fazowa (Bodego)
Na podstawie wzoréw (7.10) i (7.11) wprowadza sie nastepujace wielkosci

Lm(w)=20log,,|G(jw)|=20log,,A(w) [dB] (7.12)

p(o)=argG(jw) (7.13)

Charakterystyki logarytmiczne amplitudowa i fazowa powstajq poprzez wyliczenie wielko$ci danych
wzorami (7.12) i (7.13) dla ® od 0 do o i wykresleniu przy uzyciu logarytmicznej skali pulsacji.

Wykresy przedstawia sie jeden pod drugi aby skale pulsacji pokrywaly sie tak jak na Rys. 7.3 i Rys.
7.4.

Bode Magnitude
20—

-20 o)

Magnitude (dB)

-40 =]

-60- ,
1 10mm 100m 1 10 100 1k
Frequency

Rys. 7.3: Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa

Bode Phase

0 —

-20 s

W
przypadku

e
[

Phase (deg)

=1
=]
-z

N\

-80 Ex

901 il |
1m 10m 100m 1 10 100 1k
Frequency
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szeregowego taczenia blokdw transmitancja wypadkowa rowna jest iloczynowi transmitancji
sktadowych

Gljo)=G\(jw)G,yjw) (7.14)
G(jw)=|G,(jo) e |G,(jw) e (7.15)
Gljw)=[G,(jw)G,(jw)e ) (7.16)

Poniewaz wykresy charakterystyk sporzadzane sq w skali logarytmicznej operacje mnozenia zastepuje
operacja dodawania

Lm(@)=20log||G,(jw)|G,(jw)]|=Lm,(w)+Lm,(@) (7.17)
¢(w)=arg[G,(jw)G,(jo)|=¢,(w)+¢,(w) (7.18)

Charakterystyki logarytmiczne pozwalajg tatwo wyznaczy¢ charakterystyki asymptotyczne
(przyblizone)

Przyklad
Dany jest obiekt inercyjny I-rzedu o transmitancji operatorowej
k
G(s)= 7.19
s)=F+1 (7.19)

aby wyznaczy¢ charakterystyki czestotliwosciowe nalezy przejs¢ z transmitancji operatorowej do
transmitancji widmowej przez podstawienie s=jw

k
1+jwT
Nastepnie nalezy dokona¢ takich przeksztatcen aby otrzyma¢ G(jw) w postaci jak we wzorze (7.7). W
pierwszej kolejnosci nalezy wyeliminowa¢ z mianownika cze$¢ urojona. W tym celu mnozymy licznik
i mianownik prze liczbe sprzezong do mianownika.

Gljw)= (7.20)

k 1—joT

Gljw)= 7.21
i) 1+joT 1-joT (7.21)
Po wymnozeniu i uporzagdkowaniu
G(jw)=7k(1_jw:r) (7.22)
1+0’T?
i dalej
Gljw)=—r —+j KoL (7.23)

J
1+0°T* ~ 1+0°T
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Wprowadzajac oznaczenia P(w) i Q(w) otrzymujemy

k _ —kwoT
(@

Plw)=———, =
() 1+’ T 1+w’T?

(7.24)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa (Nyquista)

Nastepnie nalezy w ukladzie wspohrzednych PQ narysowac krzywa wyznaczang przez punkty (P(w),
Q(w)) dla @ od 0 do . W tym celu nalezy sporzadzic tabelke i wstawi¢ obliczone wartos¢ P(w) i
Q(w) dla w=0, w= oraz innych punktow.

(0] 0 00 1/T
P( w) k 0 k/2
Q(w) 0 0 -k/2

Po wyznaczeniu niezbednej liczby punktéw mozna narysowac charakterystyke amplitudowo-fazowa
(Nyquista)
Q@)

k2 Plw)

EN‘

w>0

w=1/T

Rys. 7.5: Ch-ka Nyquista

Logarytmiczne charakterystyki amplitudowa i fazowa (Bodego)
Korzystajac z (7.10) oraz (7.24) dla rozwazanego obiektu mozna zapisac

kZ kaZTZ
A<w):\/(1+a}2T2)2+(1+a}2T2)2 (7.25)
i dalej
K(1+0'T)
A 7.26
(a)) (1+C{)2T2)2 ( )
i dalej
Alw)=—— (7.27)
\/(1+a) T°)

po wstawieniu do (7.12) otrzymujemy
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Lm(w)=20log k. (7.28)
V(1+0°T)
Analogicznie dla fazy wstawiamy z (7.24) do réwnania (7.11) i otrzymujemy
—koT
¢(w)=arctg “%ZTZ (7.29)
140 T
a po przeksztalceniu
¢(w)=arctg(—w T) (7.30)

Aby latwiej bylo na rysowac charakterystyke amplitudowa mozna przeksztalci¢é wzér (7.28)
korzystajac w wlasciwosci logarytmow

1
Lm(w)=20logk—201log(1+w’ T*)? (7.31)

i dalej
Lm(w)=20logk—101log(1+w’T?) (7.32)

Dla matych wartosci pulsacji drugi sktadnik jest mato istotuy i rzeczywista charakterystyka moze by¢
przyblizona charakterystyka asymptotyczng opisang wzorem Lm(w)=20log k czyli pozioma prosta.
Dla duzych pulsacji pierwszy sktadnik jest mato znaczacy a drugi opisuje prosta o nachyleniu -20
dB/dek przy zatozeniu logarytmicznej skali pulsacji.

Wyjasnienie
Dekada — 10 krotne zwiekszenie warto$ci pulsacji

Oktawa — 2 krotne zwiekszenie wartosci pulsacji

Punkty wyznaczone przez réwnania (7.32) i (7.30) nalezy wykresli¢ uzywajac logarytmicznej osi
pulsacji dla  od 0 do co. W tym celu mozna postuzy¢ sie tabelka.

® 0 00 1T
Lm( w) 20 log k -00 -3
o( ) 0 -Tt/2 -/4
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ALm [dB]
201

-20dB/dek

10+ - —~3dB

7 10° — = } . " >
RN
i w=k/T/

-104

Rys. 7.6: Ch-ka Bodego amplitudowa

A
l“(/’
2
w=1/T
— 5 t } } } >
10 10 1 102 103 104 log(®)
_
il
_n
2

Rys. 7.7: Ch-ka Bodego fazowa

Zadania

1.

Korzystajac z (7.24) wykazac analitycznie, ze charakterystyka Nyquista obiektu inercyjnego
I-rzedu jest pétokregiem.

Wykazac na podstawie (7.28), ze logarytmiczna charakterystyka amplitudowa obiektu
inercyjnego I-rzedu dla duzych pulsacji jest nachylona -20dB/dekade

Wykazac¢ na podstawie (7.28), ze rozbieznos¢ miedzy charakterystyka rzeczywistg a
asymptotyczng obiektu inercyjnego I-rzedu wynosi maksymalnie 3dB

Wykresli¢ charakterystyke Nyquista dla obiektu dwuinercyjnego o wzmocnieniu k i statych
czasowych T; i To.

Wykresli¢ charakterystyki Bodego dla obiektu dwuinercyjnego o wzmocnieniu k i statych
czasowych T; i To.

Wykazac, ze logarytmiczna charakterystyka amplitudowa obiektu inercyjnego II-rzedu dla
bardzo duzych pulsacji jest nachylona -40dB/dekade
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8. Stabilnosé

Intuicyjnie rozumiana stabilno$¢ bazuje najczesciej na pojeciu stanu réwnowagi. Mowimy, ze
obiekt jest stabilny jesli po wytraceniu go ze stanu rownowagi przez jakie$ dzialania zewnetrzne po
zaniknieciu tych dziatann samoczynnie powraca do stanu réwnowagi. Zachodzi potrzeba zdefiniowania
stanu rownowagi. Intuicyjnie mozna go opisa¢ jako stan, w ktérym ,nic sie nie dzieje” czyli nie
wystepuja zmiany wielkoSci opisujacych dynamike uktadu. Przy pomocy zmiennych stanu mozna to
zapisaC rownaniem:

d _
Ex(t)—o (8.1)

Stabilno$¢ rozpatruje sie przy braku wymuszenia (uklad autonomiczny) oraz dopuszcza sie istnienie
niezerowych warunkéw poczatkowych. Roéwnanie stanu z uwzglednieniem powyzszych zalozen
przyjmuje postac

d

Ex(t)ZAx(t),x(O)zxo (8.2)

gdzie: x(t) — wektor zmiennych stanu, x, — wektor warunkéw poczatkowych, A — macierz stanu
(macierz statych wspétczynnikow [dla ukladéw liniowych stacjonarnych] wynikajacych z budowy
uktadu. Poréwnujac (8.1) i (8.2) otrzymujemy:

0=Ax(t) (8.3)
Jesli detA#0 uklad ma jeden punkt w przeciwnym wypadku ma ich wiele.
Punkt rownowagi x. jest punktem stabilnym jesli dla kazdej dodatniej liczby € mozna dobrac liczbe n
taka, ze trajektoria fazowa rozpoczynajaca sie od punktu X, lezacym wewnatrz kuli o promieniu n

pozostaje wewnatrz kuli o promieniu ¢ dla dowolnej chwili t>0.

Jesli dodatkowo zachodzi warunek lim, .. X(t)=x. to punkt nazywamy stabilnym asymptotycznie.

Dla modelu wejscie wyjscie przedstawionego na Rys. 8.1

x(t) Y
—> —>

Rys. 8.1: Model wejscie-
wyjscie uktadu
dynamicznego

wygodniejsza jest definicja stabilnosci wedtug Laplace’a. Méwi ona, Ze liniowy uklad dynamiczny jest
stabilny jesli na skonczone wymuszenie generuje skonczona odpowiedz.
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Dynamike takiego uktadu opisuje rownanie rozniczkowe

(n) (n—1)
t d t dylt
a, }(ln() )+an71—(n¥1§ )+...+a1—y( )+a0y(t)
dt dt dt (8.4)
d™x(t) d™Vx(t) dx(t) .
:bm t(m) +bm_1w+...+b17+b0X(t)

gdzie: x — sygnal wejSciowy (wymuszenie) w postaci sygnatu sterujgcego lub zaklocenia, y — sygnat
wyjSciowy (odpowiedz), a; b — wspétczynniki wynikajace z budowy fizycznej uktadu.

Rozwigzanie rownanie (Blad: nie znaleziono Zrodta odwotania) jest sumg rozwigzan (teoria rownan
roézniczkowych)

y(t)=y(t)+y,(t) (8.5)

gdzie:

ys(t) to rozwigzanie ogblne réwnania (Blad: nie znaleziono Zrédla odwotania) czyli z prawa strong
rowng 0 — tzw. skladowa swobodna

yuw(t) to rozwigzanie szczego6lne rownania (Biad: nie znaleziono Zrodla odwolania) czyli pelnego
réwnania — tzw. skladowa wymuszona

Uklad jest stabilny jesli sktadowa swobodna y,(t) maleje do zera (def. Laplace’a) czyli

lim y,(t)=0 (8.6)

t>©

Aby zatem stwierdzi¢ czy uklad jest stabilny czy nie, nalezy zna¢ rozwiazanie ogélne rownania (Blad:
nie znaleziono zrédta odwotania).

Poddajac réwnanie (Blad: nie znaleziono Zrédia odwotania) z prawa strong przyrownang do zera,
dwustronnej transformacji Laplace’a otrzymujemy

[a,s"+a, ,s" "...+a;s+a,]Y(s)=0 (8.7)
po podzieleniu dwustronnym przez Y(s) uzyskujemy tzw. rownanie charakterystyczne

a,s"+a, ;s" ... +a,s+a,=0 (8.8)
Przeksztalcajac réwnanie (Blad: nie znaleziono Zrédta odwotania) mozna uzyskaé transformate
Lapalce’a sktadowej swobodnej odpowiedzi

1
Y (s)=— _— (8.9)
a,s +a,_;s ...+a;s+q,

Jesli sy, Sy, .., Sn 5@ pierwiastkami rownania (Btad: nie znaleziono Zrédta odwotania) to rownanie (Btad:
nie znaleziono zrédta odwotania) mozna przetransformowa¢ do dziedziny czasu (metodq rozktadu na
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utamki proste lub metoda residu6w) co daje rozwigzanie ogdlne czyli poszukiwanag skladowa
swobodng (Cy, C, ..., C, — state)

y,(t)=C,e"'+C,e™ +..+C e™ (8.10)

Skladowa swobodna dana wzorem (Blad: nie znaleziono Zrédla odwolania) bedzie sie zachowywac
zaleznie od warto$ci poszczeg6lnych pierwiastkow rownania charakterystycznego: si, So, .., Sn.

Wyprowadzajac ze wzoru (Blad: nie znaleziono Zrodla odwolania) transmitancje operatorowa
otrzymujemy

m m—1
_bys +b,_;s" +b;s+b,

G(s) (8.11)

n n—1
ClnS +an_15 +CIIS+GO

Poréwnujac wzory (Blad: nie znaleziono Zrodta odwotania) i (Btad: nie znaleziono Zrédta odwotania)
mozna zauwazyC, ze roOwnanie charakterystyczne to mianownik transmitancji operatorowej
przyrownany do zera.

Pierwiastki réwnania charakterystycznego to bieguny transmitancji.

W tabeli przedstawiono wplyw biegunéw transmitancji na stabilnos¢ uktadu.

Lp. Pierwiastki Polozenie pierwiastkéow Charakterystyka skokowa
na plaszczyzZnie s

1 |pierwiastki rzeczywiste Yim s
Re s#0, Im s=0

uk}ad ¥ § i -
stabilny - s;, s> '
niestabilny - s;

2 |pierwiastki zespolone Yim s Yer
Re s=0, Im s#0

4 ju
uklad na N \ /\ /\ ,
granicy stabilnosci Res v \/ \/

- _]lw
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3 |pierwiastki zespolone Yim s Yew
Re S<0, Im s#0 -gtu 4w ™ sinwt
uklad stabilny ; . \ /\ 7N :
] Fe s \/ \\_/f’
W - _jr-d
=O=jlu)
4 |pierwiastki zespolone Yim s Yot
Re s>0, Im s#0 jw,  oHw
e sinwt
uklad niestabilny . <N /\ :
g Re s N/ \/ \
| o-jw

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym aby uklad byt stabilny jest, aby wszystkie pierwiastki jego
rownania charakterystycznego lezaly po lewej stronie osi urojonej plaszczyzny zmiennej zespolonej s
(ich czesci rzeczywiste byly mniejsze od zera).

Os$ urojona jest granica stabilnosci.

Pierwiastki rownania charakterystycznego (ich potozenie wzgledem osi urojonej) okreslone sa przez
postac lewej strony rownania dynamiki uktadu wiec stabilnos¢

1. jest funkcja wylacznie parametréw uktadu

2. nie zalezy od charakteru wymuszenia

State Ci;, C,, ... , C, zaleza réwniez od postaci prawej strony rownania dynamiki wiec charakter
procesu przejSciowego, a wiec szybko$¢ narastania lub zanikania sygnatu zalezy od parametrow
wymuszenia ale nie przesadza to o stabilnosci uktadu.

Dla ukladéw o duzym stopniu zlozonoSci (wysoki stopien rownania dynamiki) znajdowanie
pierwiastkéw réwnania charakterystycznego jest klopotliwe i czasochlonne dlatego sformutowane
zostaly kryteria (reguly/metody) pozwalajace badac stabilnos¢ bez koniecznosci poszukiwania
pierwiastkéw réwnania charakterystycznego.

Podziat kryteriéw stabilno$ci
1. analityczne: Hurwitza, Routha
2. analityczno-graficzne: Michajlowa
3. graficzne: Nyquista, Nyquista logarytmiczne

Ad 1), 2) wymagaja znajomosci transmitancji operatorowej uktadu w postaci analitycznej
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Ad 3) opieraja sie na charakterystykach czestotliwoSciowych, ktére mozna wykresli¢ analitycznie na
podstawie znanego modelu matematycznego lub wyznaczy¢ eksperymentalnie bez znajomosci
analitycznego opisu uktadu

Ad 1) Mozna bada¢ uklady otwarte i zamkniete. kr. Hurwitza - pozwala stwierdzi¢ czy ukilad jest
stabilny czy nie, kr. Routha pozwala stwierdzi¢ czy uklad jest stabilny czy nie oraz jesli nie jest
stabilny ile pierwiastkow réwnania charakterystycznego ma dodatnie czeSci rzeczywiste.

Ad 3) Na podstawie przebiegu charakterystyk czestotliwosciowych ukladu otwartego pozwalaja badac
stabilnos¢ uktadu po zamknieciu petli sprzezenia zwrotnego

9. Stabilnos¢ - kryterium Hurwitza

Réwnanie charakterystyczne uktadu (otwartego lub zamknietego) ma postac
a,s"+a, ,s" '+...+a,s+a,=0 9.1)
Wszystkie wspétczynniki ai sq rzeczywiste.

Aby wszystkie pierwiastki tego rownania lezaly w lewej polplaszczyznie zmiennej zespolonej s musza
by¢ spelnione warunki:
1) Warunek konieczny: wszystkie wspotczynniki a; muszq mie¢ ten sam znak

a,>0, a»>0, as>0, ....., a,>0
2) Warunek konieczny i wystarczajacy: wszystkie podwyznaczniki A; dla i od 0 do n-1 oraz
wyznaczniki A, muszg by¢ dodatnie

"y a, a, 0 0 A7>0
Ar>0
n-2 an—3 an—Z an—] an rer A3>0
n-2 an—5 an-4 an—3 an—Z
an-7 an-6 an-5 an-4
Algorytm postepowania

1. zapisa¢ rownanie charakterystyczne
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sprawdzi¢ czy wszystkie wspotczynniki wystepuja i sa dodatnie

zbudowac tabele wyznacznika gtownego (brakujgce wspétczynniki zastgpi¢ zerem)
obliczy¢ wszystkie podwyznaczniki oraz wyznacznik gléwny

jesli wszystkie podwyznaczniki oraz wyznacznik gtoéwny sg dodatnie uklad jest stabilny

kW

Przyklad

1. Dany jest uktad skladajacy sie szeregowo potaczonych czlonu proporcjonalnego o wspoétczynniku
wzmocnienia k oraz cztonu inercyjny IlI-rzedu o wzmocnieniu 1 i staltych czasowych T, T,, T5. Calos¢
zamknieta w petli pelnego ujemnego sprzezenia zwrotnego. Przy pomocy kryterium Hutwitza
wyznaczy¢ dla jakich warto$ci wzmocnienia k>0 uklad jest stabilny?

Schemat blokowy rozpatrywanego ukladu przedstawiony jest na Rys. 9.1

X(s) 1 Y(s)
- (Tys+1)(Tos+1)(Tss+1)

Rys. 9.1: Schemat blokowy uktadu

Aby przystgpi¢ do badania stabilnosci przy pomocy kryterium Hurwitza nalezy uzyskaC rownanie
charakterystyczne. W tym celu trzeba wyznaczy¢ transmitancje zastepcza catego ukladu. Jest to ukiad
Z ujemnym sprzezeniem zwrotnym zawierajacy w torze glbwnym dwa obiekty polaczone szeregowo.

k
T,s+1)(T,s+1)(T5s+1
G<S): (T,s+1)( zsk )(T3s+1) 9.2)
+
(Tls+1)(Tzs+1)(T3s+1)
a po przeksztalceniu
k
G(s)= 9.3
(s) (T,s+1)(T,s+1)(T,s+1)+k ©-3)
Po wymnozeniu i uporzadkowaniu mianownika z (9.3) oraz przyréwnaniu do zera otrzymujemy
rownani e charakterystyczne
T,T,T,5 +(T, Ty+T To+T,T,)s*+(T,+T,+T,)s+1+k=0 (9.4)

a an -1 an -2 an -3

n
Jest to r6wnanie trzeciego stopnia (n=3)
1° Sprawdzenie warunku koniecznego

Czy wszystkie wspoétczynniki rownania charakterystycznego wystepujq i sqa dodatnie(a doktadniej czy
sa jednakowego znaku)?
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a,=T,T,T,>0

a, ,=T,T,+T,T,+T,T,>0
a, ,=T,+T,+T,>0
an—3:1+k

(9.5)

poniewaz state czasowe T, T,, T; sa dodatnie wiec wspotczynniki an, a,.1, a... rowniez s dodatnie.
Aby wspotczynnik a,., takze byt dodatni musi by¢ spelniona nieréwnos¢

1+k>0 (9.6)
Po jej rozwigzaniu otrzymujemy pierwszy warunek (k>-1) na k.

2° Sprawdzenie warunku koniecznego i wystarczajacego
Nalezy zbudowac tablice Hurtwitza o wymiarach 3x3 (réwnanie stopnia n=3)

T,T,+T,T,+17, T, T, T,T, 0
1+k T+T,+T, T,T,+T,T,+T,T, (9.7)
0 0 1+k

a nastepnie obliczy¢ poszczeg6lne wyznaczniki.
Wyznacznik A
A =T, T,+T,T,+T,T, (9.8)
zawsze jest wiekszy od zera bo T, T», T5 sq dodatnie.
Wyznacznik A,
Ay=(T Ty+ T, T3+T,T;) (T +T+T;)—(1+k)(T,T,T,) (9.9)
ma by¢ wiekszy od zera. Trzeba zatem rozwigza¢ ponizsza nier6wnos¢ ze wzgledu na k
(T, T,+T T5+T,T,)(T+T,+T5)—(1+k)(T,T,T5)>0 (9.10)
Mozna wymnozy¢ i rozwigzywac¢ réwnanie 3-go stopnia ale zawsze warto sprobowac rozwiazac
problem wykorzystujac proste przeksztalcenia. Po podzieleniu stronami przez T;T-T; otrzymujemy
(nier6wnos$¢ nie zmienia znaku, bo T;T>T5>0)

(T, T,+T,T3+T,T,)(T,+T,+T,)
(T,T,T,)

—(1+k) > 0 (9.11)

po przeniesieniu k na prawa strone
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(T\T,+T,T3+T,T5)(T,+T,+T,)
(TlTZ TS)

1>k (9.12)

Po dalszych przeksztalceniach

1.1 1
k<(T_+?+T_>(T1+T2+Ta)_1 (9.13)

3 2 1
otrzymujemy kolejny warunek na wartosc k.

Wyznacznik A;

Wyznacznik nalezy policzy¢ dla calej macierzy zapisanej wzorem (9.7). Mozna uzy¢ dowolnej metody
np. Laplace’a. Aby uprosci¢ obliczenia mozna skorzysta¢ z reguty (schematu) metody Sarrusa, ktory
pozwala obliczy¢ wyznacznik macierzy 3x3 niskim nakladem pracy. Nalezy przepisa¢ z prawej strony
macierzy dwie pierwsze jej kolumny (lub dwa pierwsze wiersze ponizej) a nastepnie liczy¢ jak
wyznacznik macierzy 2x2 (iloczynu wzdtuz niebieskich linii z + a iloczyny wzdluz czerwonych linii z
-, czesc¢ iloczynow bedzie zerowa).

T, T+T T,+T,T, T,T,T. T, T+T T,+T,T, T, T,T,

1+k th T+TAT,| (914)
Po odrzuceniu wyrazoéw o warto$ci 0 otrzymujemy:
Ay=(T,T,+T, T3+ T,T,)(T,+T+T,)(1+k)—(1+k)*(T,T,T,) (9.15)
Wyznacznik ten ma by¢ dodatni wiec zachodzi nierownos¢
(T\To+T,T5+T,Ts)(T +To+T5)(1+k)—(1+k)*(T,T,T,)>0 (9.16)

Nalezy ja rozwiazac¢ ze wzgledu na k. Mozna wymnazac¢, dostajemy rownanie kwadratowe, ktore po
rozwigzaniu da nam poszukiwany warunek na k. Mozna tez sprobowac przeksztalci¢ aby dojs¢ do
rozwigzania mniejszym naktadem pracy. Wylaczmy przed nawias (1+k)

(1+k)[(T,T,+ T, T3+ T,T,)(T,+T,+T;)—(1+k)(T,T,T;)]>0 (9.17)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym to wyznacznik A2, wzoér (9.10). Jest on dodatni dla k
spelniajgcego warunek (12) lub (9.13). Aby nier6wnos$¢ byta spetniona czton (1+k) musi by¢ dodatni a
to tez jest spelnione i wynika ze sprawdzenia warunku koniecznego, wzory (9.5) i (9.6). Sprawdzenie
wyznacznika 3 nie wnosi zatem Zadnego warunku na warto$¢ k. Rozwigzanie to suma warunkow ze
wzoréw (9.6) i (9.13) czyli

-1 <k < (%+%+%)(T1+T2+T3)_1 (9.18)

3 2 1
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Po uwzglednieniu warunkow z zadania, ze k>0 odpowiedZ mozna zapisac jako

1. 1.1
0 <k< (T—+?+?)(T1+T2+T3)—1 (9.19)

3 2 1

2. Dany jest uklad z pelnym sprezeniem zwrotnym zawierajacy w torze gléwnym polaczone
szeregowo: obiekt proporcjonalny o wzmocnieniu k, catkujacy oraz dwa obiekty inercyjne o statej
czasowej T=2s, jeden z nich o wzmocnieniu 1 a drugi o wzmocnieniu 2 . Dla jakich k>0 ukiad jest
stabilny? Przedstawic graficznie k=f(T).

Schemat blokowy uktadu opisanego w zadaniu przedstawiony jest na Rys. 9.2

X(s) 1 2 ¥(s)

/ 5 (Ts+1) (Ts+1)

Rys. 9.2: Schemat blokowy uktadu z przyktadu 2

Transmitancja operatorowa ukladu zamknietego

2k
2
+
G(s) 5(Ts+1) (9.20)
2k
1+ >
s(Ts+1)
a po przeksztalceniu
2k
G(s)=———— (9.21
) s(Ts+1)*+2k )
Mianownik transmitancji po przyrownaniu do zera daje rownanie charakterystyczne
s(T?s’+2 Ts+1)+2k=0 (9.22)
a po przeksztalceniu
T’s’+2 Ts*+s+2k=0 (9.23)

1° Sprawdzenie warunku koniecznego
Czy wszystkie wspétczynniki rownania charakterystycznego wystepujq i sa dodatnie(a doktadniej czy
sa jednakowego znaku)?
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a,=T°>0boT>0, a, ,=2T>0, a, ,=1>0,a, ;=2k>0dlak>0
Otrzymujemy pierwszy warunek na k

k>0

2° Sprawdzenie warunku koniecznego i wystarczajacego
Nalezy zbudowac tablice Hurtwitza o wymiarach 3x3 (réwnanie stopnia n=3)

2T T 0

2k 1 2T

0 0 2k
Wyznacznik A4

A, =2T

jest zawsze wiekszy od zera, bo T jest zawsze dodatnie.
Wyznacznik A,

A,=2T —2KkT’
po wylaczeniu 2T przed nawias

A,=2T(1—KT)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

Aby podwyznacznik A, dany wzorem (9.29) byt dodatni wyrazenie 1-kT musi by¢ dodatnie z czego

wynika, ze
k< 1
T
Jest to kolejny warunek na k. (Poprzedni zapisany ze wzorze (9.25))

Wyznacznik As

(9.30)

Poniewaz macierz jest wymiaru 3x3 mozna zastosowac regute Sarrusa. Wzor (9.31) przedstawia

macierz z dopisanymi odpowiednimi wierszami

2T T* 0
2k 1 2T
0 0 2k
2T T* 0
2k 1 2T

Poszukiwany wyznacznik po odrzuceniu zerowych sktadnikow mozna zapisac:
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A;=4KkT—4K'T? (9.32)
Po wylaczeniu 4kT otrzymujemy
A;=4KkT(1—KkT) (9.33)

Wyznacznik Aj jest dodatni gdy wyrazenie 1-kT jest dodatnie czyli
k<t (9.34)
T .
Biorac pod uwage wszystkie warunki jakie otrzymalismy (9.25), (9.30) i (9.34) oraz warunki zadania
0<k<~— (9:35)
T .

Graficznie odpowiedz przedstawiona jest na Rys. 9.3. Uklad jest stabilny gdy warto§¢ wzmocnienia k
lezy w zacieniowanym obszarze.

ko

Rys. 9.3: Odpowiedz do przyktadu
2

Zadania
1. Dla UAR (Ukiad Automatycznej Regulacji) skladajacego sie z regulatora proporcjonalnego o
wzmocnieniu k>0 oraz obiektu o transmitancji G(s) i schemacie blokowym pokazanym na Rys. 9.4

k > G >
X9 ? ® T

Rys. 9.4: Schemat blokowy UAR

Wyznaczy¢ dla jakich wartosci k uklad jest stabilny.
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1
G =
)= D wezse9)
(Odpowiedz: k<16)
b)
Gs)= 1
(s+1)(s’+45+3)
(Odpowiedz: k<32)
c)
G(s)= 1
(s+1)(s°+3s+4)
(Odpowiedz: k<24)
d)
1
G =
)= o easea)

(Odpowiedz: k<60)

2. Dla ukladu przedstawionego na sprawdzic¢ czy jest on stabilny

Gi(s) > Ga(s) (4>

2 5
Glls)=—r e Gyls)=r e

3. Dla ukladu UAR przedstawionego na Rys. 9.5 sktadajacego sie z regulatora i obiektu

Gr(s) G(s)

s |

X(s) x- S)

Rys. 9.5: Schemat blokowy uktadu UAR

. 1
. (T,s+1)(T,s+1)
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I\T,
T,+T,

wyznaczy¢ dla jakich wartosci T. uklad jest stabilny (Odpowiedz: T > )

10. StabilnosS¢ - kryterium Nyquista

—

Nalezy do graficznych metod badania stabilnosci uktadu.
2. Pozwala badac stabilnos¢ zamknietego uktadu regulacji automatycznej na podstawie
przebiegu charakterystyki amplitudowo-fazowej ukladu otwartego.

Mozliwe przypadki

1. Uklad otwarty stabilny
Uklad zamkniety regulacji automatycznej jest stabilny jezeli charakterystyka amplitudowo-fazowa
ukladu otwartego nie obejmuje punktu (-1, jO) dla pulsacji ® zmieniajacej sie od 0 do oo.

a) Uklady strukturalnie stabilne - stabilne niezaleznie od ich parametrow
b) Uklady strukturalnie niestabilne — strukturalnie niezaleznie od ich parametréw

2. Uklad otwarty niestabilny
Jezeli uklad otwarty jest niestabilny, a jego rownanie charakterystyczne posiada m pierwiastkow w
prawej polplaszczyznie ptaszczyzny zmiennej zespolonej s to po zamknieciu petli sprzezenia
zwrotnego bedzie on stabilny jezeli charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego okraza m
razy punkt (-1, jO) dla pulsacji o zmieniajacej sie od -co do .

ki — krytyczny wspolczynnik wzmocnienia (charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego
przechodzi przez punkt (-1, j0), uklad jest na granicy stabilnosci

Na Rys. 10.1 pokazano przebiegi charakterystyk amplitudowo-fazowych uktadéw stabilnych

f_.:'l"-:r.l_.' A Ofeer) & e} 4

(140 AT N w=x

f=4.50

.f-;',_.i-r'JJ f'.fr-: f".fr-:
Ofen) §
=il

.
Na Rys. 10.2 pokazano przebiegi /_\;-,::. 16w
charakterystyk amplitudowo- S -1,40) Ple)
fazowych ukladow niestabilnych.

Oy
w={} 55
Rys. 10.2:
Charakterystyki

amplitudowo-fazowe
uktadow niestabilnych



Algorytm postepowania

Krok Uklad otwarty stabilny Uklad otwarty niestabilny

1 sprawdzic¢ stabilnos¢ uktadu otwartego

2 - okreslic¢ liczbe biegunow m w prawej

polptaszczyznie

3 wykresli¢ charakterystyke amplitudowo- wykresli¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa
fazowa dla pulsacji w od 0 do o dla pulsacji @ od -o0 do

4 sprawdzi¢ czy charakterystyka obejmuje sprawdzi¢ czy charakterystyka okraza m razy
punkt (-1, jO) punkt (-1, jO)

5 okresli¢ stabilnos¢ ukltadu zamknietego okresli¢ stabilnos$¢ uktadu zamknietego

Przyklad

1. Dany jest uktad skladajacy sie szeregowo polaczonych czlonu proporcjonalnego o wspoétczynniku
wzmocnienia k oraz cztonu inercyjny IlI-rzedu o wzmocnieniu 1 i statych czasowych T;-1's, T>=2 s,
T5=3 s. Calos¢ zamknieta w petli pelnego ujemnego sprzezenia zwrotnego. Przy pomocy kryterium
Nyquista wyznaczy¢ dla jakich wartosci wzmocnienia k>0 uklad jest stabilny?

X(s) ] Y(s)
/ (Tis+1)(Tos+1)(Tys+1)

Rys. 10.3: Schemat uktadu z Przyktadu 1
Na Rys. 10.3 pokazano schemat uktadu. Czerwonym znacznikiem oznaczono miejsce ,,przerwania”
petli sygnatu sprzezenia zwrotnego.

Transmitancja operatorowa tak powstatego ukladu otwartego
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k
(Tys+1)(T,s+1)(T;s+1)

G(s)= (10.1)

Aby wykresli¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa nalezy przejs¢ z transmitancji operatorowej na
transmitancje widmowa stosujac podstawienie s=jw.

. k
Gljw)= 10.1
) (1+joT,)(1+joT,)(1+jwT;) (10.1)
Po podstawieniu wartosci i wykonaniu przeksztalcen
Gjw)= K 2 (10.2)
1-1lw*+j6w(1-w?)
mnozymy mianownik przez liczbe sprzezong (a takze i licznik)
: k 1-1lo’—j6w(l1-o°
Gjw)=—— ; —ffoll-o) (103)
1-1lo’+j6w(1-0’) 1-110°+ j6 w(1-w?)
Po przeksztalceniu oraz rozdzieleniu na cze$¢ rzeczywista i urojong
. k(1-110%) . 6kw(w’—1)
w)= + 104
(w) [1-110°T+360°[(1— )]’ / [1-110°T+360°[(1—*)] (104)

~— R

P(w) Q(w)

Teraz w ukladzie wspéhzednych PQ nalezy wykreslic krzywa o skladowych P(w) i Q(w)
dla w zmieniajacego sie od 0 do .

© 0 00 1V11 1
P(w) k 0 0 -0,1k
Q(w) 0 0 -0,61k 0

Dwa pierwsze punkty (kolumna 1 i 2) dla w=0 oraz w=0o0 uzyskujemy podstawiajac w wzoru (10.4).
Kolejne uzyskujemy szukajac takich warto$ci w przy ktérych odpowiednio P(w) i Q(w) sa rdwne zero
co odpowiada punktom przeciecia w osiami uktadu wspétrzednych (10.5), (10.6)

= = — )= = :L = ~—
P(w)=0 (1-110°)=0 = w N Q(w)~—0,61k (10.5)
Qw)=0 & (v’~1)=0 = w=1 = P(a}):—lio (10.6)

Na podstawie tabeli mozna naszkicowac przebieg charakterystyki amplitudowo-fazowej Rys. 10.4
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X Ofim)

(-0,1 ﬁ'-r‘;')(’“\(r}, 0) (k.0)
w=1 e w=0

Piw)

(0, -0,61k)
w=1/11

Rys. 10.4: Ch-ka amplitudowo-

fazowa. Przykiad 1.

Nalezy zbada¢ polozenie punktu przeciecia charakterystyki w osia P (zaznaczony czerwonym
kotkiem). W powiekszeniu pokazuje to Rys. 10.5

Ofw)

(0.1k.0) f'fiﬂ) / (0,1k0)

Pr)

Rys. 10.5: Powiekszony fragment ch-ki amplitudowo-
fazowej. Przykiad 1.

Jesli charakterystyka bedzie przebiegac jak czerwona na Rys. 10.5 czyli bedzie otacza¢ punkt (-1, jO)
wiec uktad po zamknieciu petli sprzezenia zwrotnego bedzie niestabilny. Jesli bedzie przebiegac tak jak
zielona to nie bedzie otacza¢ punktu (-1, j0) wiec uklad po zamknieciu bedzie stabilny. Aby ukiad
zamkniety pozostat stabilny punkt przeciecia ch-ki amplitudowo-fazowej z osia P musi leze¢ po prawej
stronie punktu (-1, j0) co mozna zapisaC nierownoscia

—k
L. .
T (10.7)

Po przeksztalceniu otrzymujemy
k<10 (10.8)

2. Dany jest uklad z pelnym sprezeniem zwrotnym zawierajacy w torze gldéwnym polaczone
szeregowo: obiekt proporcjonalny o wzmocnieniu k, catkujacy oraz dwa obiekty inercyjne o statej
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czasowej T=2 s, jeden z nich o wzmocnieniu 1 a drugi o wzmocnieniu 2 . Dla jakich k>0 uklad jest
stabilny?

Schemat blokowy uktadu opisanego w zadaniu przedstawiony jest na

X(s) 1 5 ¥(s)

e § (Ts+1) (Ts+1)

Rys. 10.6: Schemat blokowy uktadu z przyktadu 2.
Transmitancja operatorowa uktadu otwartego

2k

G(s)=——— (10.9)
s(Ts+1)
Transmitancja widmowa
. 2k
Gljo)=————— (10.10)
jw (1+jcuT)2
Po pomnozeniu mianownika (oraz licznika) przez jw oraz liczbe sprzezong
. . 2
G(jw)=— 2 zjw(l JWT)Z (10.11)
jo(l+joT) jo(1-joT)
oraz po przeksztalceniu
2 2
Gljw)= —4KT —2k(1-w’T?) (10.12)

+
jo(l+o’T?) J jo(l+w’T?)
Pierwszy skladnik we wzorze (10.12) to P(w), drugi Q(w).

Nastepnie nalezy wyznaczy¢ przebieg ch-ki amplitudowo-fazowe. W tym celu wyznaczamy wartosci

P(w) i Q(w) dla w=0 i w - oraz poszukujemy ewentualnych punktow przeciecia z osiami ukladu
wspotrzednych [Q(w)=0, w=1/T, P( @=1/T)= -kT]. Wszystkie te dane sa zebrane w tabelce ponizej.

® 0 00 1/T
P(w) -4kT 0 -kT
Q(w) -00 0 0

Na tej podstawie mozna wykresli¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa Rys. 10.7
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\ Ofw)

(-LathJ(0.0)

"“‘;T AT | P(w)
=0
Rys. 10.7: Ch-ka amplitudowo-fazowa
uktadu z przyktadu 2

Na Rys. 10.8 pokazano w powiekszeniu przebieg ch-ki w otoczeniu punktu (-1, jO)

2 Ofw)
"kT . l-.l'\|ll

Pl

Rys. 10.8: Przebieg ch-ki amplitudowo-
fazowej w otoczeniu punktu (-1, j0)

Aby uklad byl stabilny po zamknieciu petli sprzezenia zwrotnego charakterystyka amplitudowo-fazowa
musi przecinac o$ P(w) po prawej stronie punktu (-1, jO) [przebieg zielony] co mozna zapisac

—kT>—1 (10.13)

A po przeksztatceniu
1
k<— 10.14
T ( )

Zadania
1. Dla UAR (Uklad Automatycznej Regulacji) skladajacego sie z regulatora proporcjonalnego o
wzmocnieniu k>0 oraz obiektu o transmitancji G(s) i schemacie blokowym pokazanym na Rys. 10.9
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k G(s) >
X(s) - Y(s)
Rys. 10.9: Schemat blokowy UAR
Wyznaczy¢ dla jakich wartosci k uklad jest stabilny.
a)
Gls)=
(s) (s+1)(s*+2s+5)
(Odpowiedz: k<16)
b)
G(s)= :
(s+1)(s°+45s+3)
(Odpowiedz: k<32)
c)
Gls)=
(s) (s+1)(s°+3s+4)
(Odpowiedz: k<24)
d)
Gls)=
(s) (s+2)(s°+45+3)
(Odpowiedz: k<60)
2. Dla uk}adu przedstawionego na sprawdzic czy jest on stabilny
G]_(S) Gz(S) >
X(s) - Y(s)
2
G = G =
i(s) s(1+0.15s) 2(s) 1+0.55s

3. Dla uktadu UAR przedstawionego na Rys. 10.10 skladajacego sie z regulatora i obiektu

X(s) x-

Ggr(s)

G(s)

s |

S)

Rys. 10.10: Schemat blokowy uktadu UAR
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1 1
dzie: Ggl(s)=— i G(s)= 10.20
glzie: Gils)=75 1 Gl)=m ey (10.20)
, . . ;. . . . - Tl TZ
wyznaczy( dla jakich wartosci T. uktad jest stabilny (Odpowiedz: T > T +T )
1 2

11. Kryterium Nyquista Logarytmiczne

Kryterium Nuquista logarytmiczne pozwala oceni¢ stabilnos¢ ukladu zamknietego na podstawie
przebiegu czestotliwosciowych logarytmicznych charakterystyk amplitudowej i fazowej
(charakterystyk Bodego) ukladu otwartego. Podobnie jak przy kryterium Nyquista badamy ukiad
otwarty i na tej podstawie wnioskujemy o stabilnosci ukladu po zamknieciu petli sprzezenia zwrotnego.

4 R fr]'H_."

I .-' .
= fis T
= TFEr 1 /
& long o fradis]
oy

=
g o Jradis]

W

Rys. 11.1: Logarytmiczne charakterystyki
czestotliwosciowe amplitudowa i fazowa

Uklad zamkniety jest stabilny jesli logarytmiczna charakterystyka amplitudowa ukladu otwartego
posiada warto$¢ ujemna dla pulsacji odpowiadajacej przesunieciu fazowemu -m.

Algorytm postepowania
1. wykresli¢ logarytmiczne charakterystyki amplitudowa i fazowa (ch-ki Bodego)
2. na charakterystyce fazowej odnalez¢ pulsacje w- dla ktérej przesuniecie fazy wynosi -r
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3. z charakterystyki amplitudowej dla w/w pulsacji okresli¢ wartos¢ Lm(w.)

4. jesli odczytana wartoS¢ Lm jest mniejsza od zera uklad po zamknieciu bedzie stabilny

Mozna rowniez postgpic inaczej.

Wyznaczy¢ warto$¢ pulsacji w; dla ktorej Lm(w;) osiaga wartos¢ zero. Nastepnie z charakterystyki
fazowej odczyta¢ przesuniecie fazy ¢(w.). Jesli bedzie ono wieksze od -m to uklad po zamknieciu

bedzie stabilny.

Przyklad

1. Dany jest uklad skladajacy sie szeregowo polaczonych czionu proporcjonalnego o wspotczynniku
wzmocnienia k oraz cztonu inercyjny IlI-rzedu o wzmocnieniu 1 i statych czasowych Ti-1s, T>=2 s,
T5=3 s. Calos¢ zamknieta w petli pelnego ujemnego sprzezenia zwrotnego. Przy pomocy
logarytmicznego kryterium Nyquista wyznaczy¢ dla jakich wartoSci wzmocnienia k>0 ukiad jest

stabilny?
Na Rys. 11.2 pokazano schemat uktadu.

X(s) 1

>k (Tys+ )(Tos + [)(Tys + 1)

Y

Rys. 11.2: Schemat uktadu z Przyktadu 1

Transmitancja ukladu otwartego operatorowa dana jest wzorem

Y(s)

k
G(s)= 11.1
(s) (T,s+1)(T,s+1)(T;s+1) (11.1)
transmitancja widmowa
Gljw)= k (11.2)
(1+joT,)(1+joT,)(1+jwT,)
Po podstawieniu wartosci i przeksztalceniach otrzymujemy
k(1-110%) —6kw(1-w?)
Gljw)= +j 11.3
w) (1-110°)V+36 w°(1-w°) J (1-110°)+360° (1—-*) (11.3)
P(w) Q(w)
Nalezy znalez¢ takq pulsacje dla, ktérej przesuniecie fazowe wynosi -7.
Qlw
¢(a))=arctgﬁ (11.4)
Dla rozpatrywanego uktadu wzor (11.4) przyjmuje postac:
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—6kw(1-w?)

¢(w)=arctg (11107 (11.5)
Poszukujemy wartosci w aby byt spelniony warunek
plo)J=—x = tg4(w)=0 (11.6)
Biorac pod uwage (11.5) i (11.6) mozna zapisa¢
—6kw(1-w?)=0 (11.7)

Z tego wynik, ze poszukiwana pulsacja w=1.
Wzmocnienie logarytmiczne wyraza wzér
Lm(w)=20logy P*(w)+Q*(w) (11.8)

a rozpatrywanego ukladu

(1-110°)+36k’ 0’ (1— )

Lm(w)=2010gk\/

11.9
[(1-110°)+36 0w’ (1—®)’T (11.9)
po przeksztatceniu
Lm(w)=20log — k - — (11.10)
J(1-110%)+36 0*(1- 0°)
Po podstawieniu warto$ci w (w=1), dla ktérej wystepuje przesuniecie fazowe - otrzymujemy
Lm(w):ZOlogliO (11.11)
Aby uklad byt stabilny musi zachodzi¢ warunek
Lm(w)<0 (11.12)
Dla naszego uktadu to jest
k
20log —<0 11.13
log X-<0 (11.14)
& 10 '
(log45)
10 T10'<10° (11.15)
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po wykorzystaniu wlasnosci logarytmow

k
—<1 11.16
10 (11.16)
Rozwiazanie to
k<10 (11.17)

Zadania
1. Dla UAR (Ukilad Automatycznej Regulacji) skladajacego sie z regulatora proporcjonalnego o
wzmocnieniu k>0 oraz obiektu o transmitancji G(s) i schemacie blokowym pokazanym na Rys. 11.3

k b G >
X(s) x- 5! Y(s)

Rys. 11.3: Schemat blokowy UAR

wyznaczyC przy pomocy logarytmicznego kryterium Nyquista zakres wartosci k dla ktorych uklad jest
stabilny.

a)

Gls)= (s+1)(s§+25+ 5) (11.18)
(Odpowiedz: k<16)
b)

Gls)= (s+1)(s§+4s+3) (t.19)
(Odpowiedz: k<32)
c)

Gls)= (s+1)(s§+35+4) (11.20)
(Odpowiedz: k<24)
d)

Gls)= (s+2)(s§+4s+3) S

(Odpowiedz: k<60)
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12. zapas stabilnosci

Zapas stabilnosci wyrazony jest przy pomocy dwoch sktadowych:
zapasu wzmocnienia oraz zapasu fazy.

Zapas wzmochnienia

Konieczne jest wprowadzenie pojecia punkt odciecia fazy. Jest to taki punkt, w ktérym przesuniecie
fazowe wynosi 7. Na charakterystyce amplitudowo-fazowej (Nyquista) jest to punkt przeciecia tej
charakterystyki w osia P(w). Pulsacja w tym punkcie to w, (pulsacja graniczna fazy) Na Rys. 12.1
pokazano przebieg przyktadowej charakterystyki.

O(w) )
|L(jo,)
GM
- w=o
(-1,j0)" /{@p P(w)
punkt odciecia
fazy -

Rys. 12.1: Grdficzna ilustracja
zapasu wzmocnienia

Zapas wzmocnienia (ang. Gain Margin) mozna zapisac

GM[dB]:20log+:—201og|L(jwp)\ (12.1)
L(j,)
Whioski:
Lp. Charakterystyka amplitudowo-fazowa GM Skutki
[dB]
przechodzi przez punkt (-1, jO) 0 | Uklad na granicy stabilnos¢
2 |przecina o$ P(w) miedzy punktem punktem >0 |Mozna zwiekszy¢ wzmocnienie o maks.
(-1, jO) a poczatkiem ukladu wspohrzednych GM dB
[charakterystyka nie obejmuje punktu (-1, jO)]
3 |obejmuje punktu (-1, jO) <0 |Uklad niestabilny, trzeba zmniejszy¢
wzmocnienie
4 |nie przecina osi P(w) oo |Uklad zawsze stabilny, Teoretycznie
wzmocnienie mozna zwiekszac¢ bez
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ograniczen.

Zapas fazy

Konieczne jest wprowadzenie pojecia punkt odciecia wzmocnienia. Modul warto$¢ modutu
wzmocnienia wynosi 1. Na charakterystyce amplitudowo-fazowej (Nyquista) jest to punkt przeciecia
tej charakterystyki z okregiem o promieniu 1. Pulsacja w tym punkcie to w,, (pulsacja graniczna
wzmocnienia). Na Rys. 12.2 pokazano przebieg przyktadowej charakterystyki.

O(ew) A

(_1’]0)

P (o
punkt odciecia
wzmochienia

Rys. 12.2: Grdficzna ilustracja
zapasu fazy

Zapas fazy (ang. Phase Margin) mozna zapisac
PM=180"-¢(w,)=7—¢(w,) (12.1)

Znane wartosci zapasu wzmocnienia i fazy pozwalaja oceni¢ jak daleko od granicy stabilnosci znajduje
sie analizowany uktad. Ma to wptyw na wiasciwosci dynamiczne UAR, np. na oscylacyjnos¢. Ponadto
przy projektowaniu rzeczywistego uktadu nalezy uwzgledni¢ np. wplyw warunkéw zewnetrznych na
parametry elementéw oraz zjawisko starzenia sie elementow (parametry poszczegolnych elementow
mogq sie zmienia¢ z uptywem czasu). Przy przyjeciu zbyt malego zapasu wzmocnienia i fazy UAR
moze po pewnym czasie pracy zmieni¢ swoje wiasnosci dynamiczne a nawet w skrajnych przypadkach
stac sie niestabilny.
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Do wyznaczenia zapasu wzmocnienia i zapasu fazy mozna réwniez wykorzysta¢ logarytmiczne

charakterystyki czestotliwosciowe. Na Rys. 12.3 przedstawiono przykladowe charakterystyki obiektu
dynamicznego.

A Lm [dB]

. = -
{ fog e fralis]
|

|"r.';_-: [ir) ll'.l';.lr."-"-._,"

Rys. 12.3: Wykorzystanie logarytmicznych

charakterystyk czestotliwosciowych do wyznaczenia
zapasu stabilnosci.

w4 — pulsacja odciecia wzmocnienia
w, — pulsacja odciecia fazy

Ag — zapas fazy

ALm — zapas wzmocnienia

Przyklad

1. Dany jest uklad skladajacy sie z szeregowo potaczonych czionow: proporcjonalnego o
wspotczynniku wzmocnienia k oraz cztonu inercyjny III-rzedu o wzmocnieniu 1 i statych czasowych

Ti-1s, T>=2 s, Ts=3 s. Calos¢ zamknieta w petli pelnego ujemnego sprzezenia zwrotnego. Znalez¢
takie k>0 aby a) zapas wzmocnienia wynosit 6dB, b) zapas fazy wynosit 30° (1/6).

X(s) 1 Y(s)
- (T s+I)(Txs+1)(Tss+1)

Rys. 12.4: Schemat uktadu z Przyktadu 1

Na Rys. 12.4 pokazano schemat uktadu opisanego stownie powyzej.
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Transmitancja ukladu otwartego operatorowa dana jest wzorem

k

G(S):(Tls+1)(Tzs+1)(T3s+1) (12.2)
transmitancja widmowa
Gljo)=r—: k . (12.3)
(1+joT)(1+joT,)(1+joT;)
Po podstawieniu wartosci i przeksztatceniach otrzymujemy
Gljw)= k(1-11w%) . —6kw(1-w?) (12.4)

+
(1—11w2)2+36w2(1—aﬁ J (

Plw) Q(w)

1-110°)+36w°(1—w*)

-

Rozwigzanie przy pomocy charakterystyki amplitudowo-fazowej
Charakterystyka amplitudowo fazowa zostata wykreslona w ,,Stabilnos¢- Kryterium Nyquista”,

a) Zapas wzmocnienia

Na podstawie tabelki oraz Rys. 4 z tego dokumentu wiemy, Ze odciecie fazy nastepuje przy wy=1.
Wspéhrzedna punktu przeciecia ch-ki z osia P(w) czyli P(®,)=0,1k.

Zapas wzmocnienia zgodnie z (14.1)

1

GM [dB]=20log ——=—20log|P(w,)|=—201log|-0,1k| (12.5)
Plw,] P
Zapas ten ma by¢ rowny 6dB
—20log(0,1k)=6 (12.6)
log(0,1k)=-0,3 (12.7)
10K =970 (12.8)

Korzystajac z wlasnosci logarytmow
0,1k=0,5 (12.9)
Rozwigzanie

k=5 (12.10)

b) Zapas fazy
Nalezy znalez¢ warto$c¢ pulsacji odciecia wzmocnienia w, Mozna to uzyskac rozwigzujac rownanie
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VP (w0,)+Q(w,)=1 (12.11)

Jest to warunek przeciecia sie charakterystyki amplitudowo-fazowej z okregiem o promieniu 1. Dla tak
otrzymanej pulsacji obliczamy przesuniecie fazowe

Q(w,)

p() (12.12)

¢(w,)=arctg

i obliczamy zapas fazy z wzoru (12.1)
Niestety po drodze napotykamy mocno skomplikowane obliczenia (koniecznos¢ rozwigzania rGwnania
algebraicznego wyzszego stopnia). Nalezaloby zastosowac rozwigzywanie numeryczne.

Rozwigzanie przy pomocy logarytmicznych charakterystyk amplitudowej i fazowej
Wzmocnienie logarytmiczne oraz faza w funkcji pulsacji wyrazaja wzory

Lm(w)=20logy P*(w)+Q*(w) (12.13)
Q(w)

¢(w)=arc tgm (12.14)
Dla rozpatrywanego uktadu
Lm(w)=20log — k - — (12.15)
J(1-110%)+36 0*(1-0°)
—6kw(1-’
¢(w)=arctg k(l—(lla)z) ) (12.16)
a) Zapas wzmocnienia
Pulsacja odciecia fazy spetnia warunek
plo)=-7 = tg(p(wy))=0 (12.17)
uwzgledniajac (12.16) i (12.17) otrzymujemy
—6kw,(1—-w?)
k(l—plla)z)p = (12.18)
p
—6kw,(1-w))=0 (12.19)

stad otrzymujemy pulsacje odciecia fazy w,=1.
Dla takiej pulsacji mamy mieC zadany zapas wzmocnienia 6 dB. Na podstawie Rys. 12.3 mozna to
zapisaC w postaci wzoru:
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ALm(w,)=—6 (12.20)
dla rozpatrywanego uktadu po uwzglednieniu (12.15)

2010g k -6 (12.21)

V1-1102)+360° (1-02)

po podstawieniu pulsacji odciecia fazy w,=1

k

20log——==—6 (12.22)
J(1-11)
20log—~—_=—6 (12.23)
V100 '
log X =—03 (12.24)
& 10 ’ '
K _os (12.25)
10 7 '
Odpowiedz:
k=5 (12.26)
b) Zapas fazy
Nalezy rozwigza¢ rownanie
k
201log =0 (12.27)

\/(1—11w2)2+36 ' (1- o)

ze wzgledu na w. Otrzymamy wéwczas pulsacje odciecia wzmocnienia w, Wstawiajac ja do wzoru
(12.18) otrzymujemy poszukiwany zapas fazy

_ —6kw,(1-w))
#lo,)= k(1-110?)

(12.28)

Ponownie otrzymujemy skomplikowane obliczenia (réwnanie algebraiczne wysokiego rzedu). Mozna
zastosowac metode graficzng czyli wykresli¢ doktadne charakterystyki logarytmiczne i odczytac z nich
poszukiwane warto$ci lub rozwigzywa¢ numerycznie.

Zadania

1. Dla UAR (Uklad Automatycznej Regulacji) skladajacego sie z regulatora proporcjonalnego o
wzmocnieniu k>0 oraz obiektu o transmitancji G(s) i schemacie blokowym pokazanym na Rys. 12.5
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k b G >
X(s) x- kst Y(s)

Rys. 12.5: Schemat blokowy UAR

Wyznaczy¢ zapas wzmocnienia i fazy dla k=0,5k:.

)
_ 1
= ey (1229
b)
B 1
G(s)_(s+1)(sz+4s+3) (12:30)
0
~ 1
G(S)_(s+1)(sz+35+4) (12.31)
Q)
~ 1
S Ty (1232

13. Ukiad automatycznej regulaciji

Sterowanie - Swiadome, kontrolowane oddziatywanie na proces fizyczny, majqce na celu uzyskanie
wymaganego przebiegu tego procesu.

Uklad sterowania — zespo6t wspotdziatajacych ze soba urzadzen, ktory realizuje proces fizyczny oraz
sterowanie jego przebiegiem.

Uklad sterowania sklada sie z
1. obiektu sterowanego w ktorym zachodzi dany proces fizyczny
2. urzadzenia sterujacego (regulatora) wytwarzajacego sygnaly sterujace przebiegiem procesu.

Ze wzgledu na sposéb powigzania w/w elementow

1. sterowanie w ukladzie otwartym - sterowanie
2. sterowanie w ukladzie zamknietym - regulacja
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Regulacja jest szczegolnym przypadkiem sterowania.

W odniesieniu do uktadu regulacji poszczegolne nazwy (w poréwnaniu z nazwami w ukladzie
sterowania) beda wiec nastepujace:

+ zamkniety uklad sterowania - uktad regulacji ,

* obiekt - obiekt regulowany,

* sygnatl sterowany - sygnat regulowany,

* urzadzenie sterujace — regulator

Schemat uktadu automatycznej regulacji zostat przedstawiony na Rys. 13.1

2 Z(s)
70 (t) e_(t)) u (t) Z! t) YO (S) E(S GR ( S) U(SZ Go ( S) IKE)
_ Regulator Obiekt Regulator Obiekt

a) b)

Rys. 13.1: Typowy schemat UAR a) w dziedzinie czasu, b) w dziedzinie zmiennej s

Czasami spotyka alternatywng wersje schematu pokazang na

Obiekt
u(t)[
Regulator
a) b)

Rys. 13.2: Alternatywna wersja schematu UAR a) w dziedzinie czasu, b) w dziedzinie zmiennej zespolonej s

Obiekt

U(s)

Regulator

Nazewnictwo i oznaczenia sygnatow

Lp. Sygnal
Nazwa Symbol Symbol transformaty
Laplace’a

1 Zadany Yo(t) Yo(s)
2 Regulowany y(t) Y(s)
3 Uchyb regulacji e(t) E(s)
4 Regulujacy u(t) U(s)
5 Zaklocenia Z(t) Z(s)
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Zwiazki miedzy sygnatami
Transmitancja ukladu otwartego przy braku zaklocen

K(s)=Gr(s)G,(s)

Transmitancja ukladu zamknietego przy braku zaktécen

O\~
Uchyb
B(s)=Y,(5)-¥(s)
Sygnat regulujacy

Wprowadza sie takze pojecia:
Transmitancja uchybowa

(s)=—
! 1+K(s)
Transmitancja zakloceniowa
G,(s)=2ts)
Z(s) |y (s)=0

W przypadku uktadu o schemacie przedstawionym na Rys. 13.1 a)

G,(s)=——

~1+K(s)

Y,(s)=0

Opis przebiegu procesu regulacji w analogowym ukladzie regulacji automatycznej
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Dzieki sprzezeniu zwrotnemu wartosci wielkoSci regulowanej y(t) (sygnat regulowany) jest
dostarczana do wezta sumacyjnego (bardzo czesto wezel ten jest czeScig regulatora)

Sygnat regulowany y(t) (tzn. jego aktualna warto$¢) jest porownywany z sygnatem zadanym
yo(t), (okreslajagcym wymagang w procesie sterowania wartos¢ wielkosci y(t))

Roznica tych sygnatow e(t)=yq(t)-y(t) (tzw. uchyb regulacji) jest przetwarzana w regulatorze na
sygnat regulujacy u(t)

Regulator wypracowuje sygnat regulujacy (sterujacy) u(t) w taki sposob aby zapewnic
wymagany przebieg wielkoSci regulowanej y(t), niezaleznie od zaklocen z(t) i zmian
parametrow

Rola regulatora jest aby w kazdej chwili czasu dazy¢ do zrownania wielkosSci regulowanej y(t) z
aktualng wartoscia yo(t), czyli dazy¢ do wyzerowania uchybu regulacji

Powyzsze powinno by¢ osiggane w mozliwie krotkim czasie i z zachowaniem innych
warunkow

Klasyfikacja za wzgledu na zadania

1)

2)

3)

4)

Uklad stabilizacji

Sygnat sterujacy y0 ma stalg wartos¢ (yo=const.) Uklad ma za zadanie utrzymac statq wartos¢
sygnatu regulowanego y

Uklad nadazny

Sygnat y, jest nieznang funkcja czasu. Uklad ma za zadanie utrzymac warto$¢ sygnatu
regulowanego y podazajaca za y,.

Uklad programowy

Sygnat y, zmienia sie wedlug pewnego algorytmu

Uklad ekstremalny

Podczas zmiany y, sygnat y osigga ekstremum, ktorego potozenie nie jest stale. Zadaniem UAR
jest utrzymanie uktadu w poblizu ekstremum.

Grupy kryteriéw dobroci (wskaznikow jakosci) UAR:

1.

Stabilnos¢ uktadu - nalezy zapewni¢ odpowiedni zapas modutu i fazy, jest to podstawowy
wymog stawiany ukladowi automatycznej regulacji (czesto jedynym celem zastosowania
,2ukladu automatyki na obiekcie" jest ustabilizowanie jego pracy)

Doktadnos¢ statyczna okreSla stopien osiggania przez uktad wartosci zadanej po ustaniu
procesOw przejsciowych (docelowo uchyb regulacji w stanie ustalonym e,=0)
Zapewnienie pozadanych wlasnosci dynamicznych okreslanych za pomoca szeregu
wskaznikow odnoszacych sie do poszczegdlnych cech przebiegu przejSciowego wybranego
sygnatu (najczesciej odpowiedzi skokowej od wymuszenia lub zak}dcenia).

Regulatory
Regulator typu P (proporcjonalny) opisany jes rownaniem

u(t)=K,e(t) (13.7)

oraz transmitancjg operatorowa

Katedra Automatyki i Metrologii 75



G.(s)=K, (13.8)
gdzie: K, — wspotczynnik wzmocnienia
1 . L
X zakres proporcjonalnosci (13.9)
b
Zakres proporcjonalnosci wyrazony w procentach okresla procentowy zakres zmian sygnatu
wejsciowego przy ktorym sygnat wyjSciowy zmienia sie w pelnym zakresie tzn. o 100%
Regulator typu I (catkujacy)
1 t
u(t)==[e(z)dr (13.10)
Ti 0
G (s):i (13.11)
' T:s
gdzie: Ti — czas zdwojenia
Regulator typu PI (proporcjonalno-catkujacy)
1 t
u(t)=K,|e(t)+=[e(r)dr (13.12)
T:s
G.(s)=K, |1+ (13.13)
' P\" T.s

gdzie: K, — wspotczynnik wzmocnienia, T; — czas zdwojenia
Dlat=T: h(t) = 2K,. Po czasie rownym T; sktadowa h(t), bedaca wynikiem dziatania catkujacego
regulatora jest rowna skladowej pochodzacej od dziatania proporcjonalnego tego regulatora. Sygnat

Yaczny po czasie T; jest wiec dwukrotnie wiekszy i stad pochodzi nazwa ,,czas zdwojenia”.

Regulator typu PD (proporcjonalno-rézniczkujacy)

u(t):Kple(t)+Tdded<tt)] (13.14)
G,(s)=K,(1+T,s) (13.15)

K, — wspotczynnik wzmocnienia
T, - czas wyprzedzenia (stala czasowa rozniczkowania).
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Czas wyprzedzenia T, — jest to czas po uptywie ktérego, w przypadku podania na wejscie regulatora
PD sygnatu narastajacego liniowo, sygnat zwigzany z dzialaniem proporcjonalnym zréwna sie z
sygnatem pochodzacym od dziatania r6zniczkujacego

Regulator typu PD rzeczywisty

Tdl;(tt)+u(t):Kp[e(t)+(T+Td)dz(tt)] (13.16)
G (s)=K |14 13.17
(s)=K, | 142 (13.17)

u(t)=K, e(t)+r;je(r)dr+Td%e(t)] (13.18)

G,(s):Kp(nTLiSwds) (13.19)

Regulator typu PID rzeczywisty (proporcjonalno-rézniczkujaco-catkujacy)

d’u(t) . du(t) de(t) d’e(t)
TT, 0 T =K, e(t)+(T+T,) 7 +T,(T+T,) " (13.20)
Modele regulatora PID
1) akademicki
1
GPID(S):kr(l"'T_iS"'TdS) (13.
E(s) k, () U(s) ) 1)
_ 1 d
> Ty u(t)—kre(t)+—fe(r)dr+Td—e(t) (13
T dt ‘
22)
2) réwnolegly
N
K k.
GPID(S):kp+?’+kds (13,
E(s) U(s)
ky _)CD_) 23)
> ks (13.
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u(t)=k e(t)+k.je(7)dr+k ie(t) 24)

P N 4 dt

3) szeregowy

E(s) L ~ —~U6s)
_ 1
GPID(S)_kr(]--'-T—iS)(]--'-TdS) (13.
% Tys 25)
u(t)=e(t)[] (212)-

14. Dokiadnos$¢ statyczna

Yo ~ et u(t)
Regulator Obiekt

Rys. 14.1: Schemat typowego UAR

2()
l (0

Dokladno$c¢ statyczna okresla stopien osiagania przez uktad wartosci zadanej po ustaniu proceséw
przejsciowych (docelowo uchyb regulacji w stanie ustalonym e,=0 )
Mozna to zapisa¢ réwnaniem

e,=lim e(t) (14.1)

t>©

Chcac wyznaczy¢ wartos¢ uchybu ustalonego nalezy funkcje opisujaca wartos¢ uchybu w czasie. Aby
tego unikng¢ mozna wykorzystac twierdzenie ,,0 wartosci koncowej”

lim f(t)=lim s F(s) (14.2)
t>0 50
dla uchybu ustalonego
lim e(t)=lim s E(s) (14.3)
t>0 50
E(s)=Y(s)G,(s) (14.4)

Dla typowego UAR skladajacego sie w torze glownym z regulatora i obiektu o pelnym sprzezeniu
zwrotnym
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1
GU(S)—HK(S) (14.5)

gdzie: K(s) to transmitancja uktadu otwartego.

Ze wzoru (14.4) wynika, ze warto$¢ uchybu ustalonego zalezy od sygnalu wymuszenia oraz
wiasciwosci uktadu

Ze wzgledu na warto$¢ uchybu ustalonego w odpowiedzi na sygnat skokowy wyrozniamy
1) Uklady statyczny o transmitancji operatorowej uktadu otwartego danej wzorem ogolnym

L(s)
M(s)

K(s)= (14.6)

dla ktérych uchyb ustalony proporcjonalny do wartosci wymuszenia skokowego

2) Uklad astatyczne o transmitancji operatorowej ukladu otwartego danej wzorem ogolnym

K(s)= sll\;?)s) (14.7)

dla ktorych uchyb ustalony dla wymuszenia skokowego rowny jest zero (I — stopien astatyzmu)

Wartos$ci uchybéw ustalonych dla uktadéw réznego typu oraz dla r6znych wymuszen podane sg w
ponizszej tabeli

Typ K(s) Wspotczynnik Wymuszenie
ukiadu kt}r acrllsrmtanq a kxivzdmocmema Skokowe Liniowe Paraboliczne
uktadu otwartego | ukladu otwartego Ao 1(0) A tL(Y) A, £1(1)
eS eVS eas
uchyb uchyb uchyb
statyczny predkosciowy przyspieszeniowy
statyczny Ly(s) k - wspéhezynnik A,
M (s) (14.8) wzmochnienia 1+Kk (14.9) 0 00
0 statycznego
astatyczny | Ly(s) k.- wspétczynnik .
I - rzedu sM (s) (14.10) wzmocnienia 0 k_ (14.11) o0
0 predkosciowego Y
astatyczny Lo(s) ka - wspétczynnik 2A,
I - rzedu s*M,(s) (14.1 wzmocnienia 0 0 (14.13)
0 przyspieszenioweg ¢
2) o
Przyklad
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Dla UAR skladajacego sie z regulatora proporcjonalnego o wzmocnieniu k i obiektu dynamicznego o
transmitancji

1
G = .
o= ) (s72575) (1419

z petla pelnego sprzezenia zwrotnego wyznaczy¢ dla jakich wartosci wzmocnienia k>0 uchyb ustalony
jest mniejszy od 30% wartosci ustalonej sygnatu regulowanego dla wymuszenia 3*1(t).

Z warunkow zadania mamy
e,<0,3y, (14.15)
Uchyb ustalony mozna obliczy¢ (tw. o wartosci koncowej) ze wzoru

e,=lim y(t)=lim sE(s) (14.16)

t>0 50
Transformate Laplace’a uchybu mozna wyznaczy¢ ze wzoru

E(s)=G,(s)Y,(s) (14.17)

G (s)= 14.18
()=o) (14.18)
yo(s):% (14.19)
gdzie: K(s) — transmitancja uktadu otwartego dla analizowanego przypadku
K(s)= k (14.20)
(s+1)(s*+2s+5)

Wartos¢ ustalong sygnatu wyjsciowego mozna wyznaczyc¢ (tw. o wartosci koncowej) ze wzoru

y,=lim y(t)=limsY (s) (14.21)

t=> o0 s20
Transformate Laplace’a sygnatu wyjsciowego mozna wyznaczy¢
Y(s)=G(s)Y,(s) (14.22)

gdzie: G(s) to transmitancja ukladu zamknietego
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_ Gils)G.s)
Gl )= 126 (516, (s)

(14.23)

Podstawiajq kolejno (14.20) i (14.18), nastepnie (14.18) i (14.19) do (14.17) i na koniec (14.17) do
(14.16) otrzymujemy

e,=lims 1 3 (14.24)
50 1+ k S
(s+1)(s*+2s+5)
i nastepnie
3 15
== 14.25
Tk 5tk (14.25)
1+—
Podstawiajac (14.23) do (14.22) a nastepnie do (14.21) otrzymujemy
k
2
y.=lims (s+1)(s ’;{2“5) 3 (14.26)
520 1+ : S
(s+1)(s*+25+5)
15k
== 14.27
Wstawiajac (14.25) i (14.27) do (14.15) otrzymujemy
15
5+k _1
=-<0,3 14.28
15k k ( )
5+k
Po rozwigzaniu nieré6wnosci otrzymujemy
k>1—30 (14.29)

Zadania
Dla UAR sk}adajacego sie z regulatora proporcjonalnego o wzmocnieniu k i obiektu dynamicznego o

transmitancji

1
G = )
) o= o )isease3) (14.30)
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1

®) GO(S):(S+1)(52+35+4) (14.30)
_ 1

c) Go(s)—(s+2)(sz+35+5) (14.32)
_ 1

¢ Col8)= 1 3] #a5570) (14.33)

z petla pelnego sprzezenia zwrotnego wyznaczy¢ dla jakich warto$ci wzmocnienia k>0 uchyb ustalony
jest mniejszy od 25% wartosci ustalonej sygnatu regulowanego dla wymuszenia 4*1(t).

15. Jakos¢ regulacji

Ocena jakosci regulacji dotyczy
1. stanu ustalonego » dokladnosc statyczna » uchyb ustalonych
2. stanu przejSciowego » jakos¢ dynamiczna » wskazniki jakosci

Dok}tadno$¢ statyczng mierzong przy pomocy uchybu ustalonego tatwo zdefiniowac i wyznaczyc¢.

Doktadnos¢ dynamiczng mozna opisac jako zdolnos¢ uktadu do wiernego i szybkiego nadazania
wielkoSci regulowanej za wielkoScig zadana.

Powyzsza definicja jest mato precyzyjna dlatego opracowano szereg metod oceny jako$ci parametréw
dynamicznych UAR na podstawie réznych kryteriow i z wykorzystaniem réznych informacji na temat
badanego ukladu a pozyskanych metodami analitycznymi jak i eksperymentalnymi.

Kryteria uzywane do oceny wiasciwosci dynamicznych mozemy podzieli¢ na:
1. bazujace na odpowiedzi skokowej
2. kryteria catkowe
3. bazujace na charakterystykach czestotliwosciowych
4. bazujace na rozkladzie biegunow transmitancji

Kryteria jakosci regulacji na podstawie odpowiedzi skokowej:
Odpowiedz skokowa oraz uchyb przykladowego UAR przedstawione sg na Rys. 15.1
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y@
u(t)

Yu

0,9,

0,1y,

Ymax e(t)

a) b)

Rys. 15.1: Przykladowa odpowiedz skokowa UAR a) wyjscie, b) uchyb

Uchyb chwilowy mozna zapisa¢

e(t)=e,+e,(t) (15.1)

gdzie: ey(t) to uchyb przejsciowy a e, to uchyb ustalony, ktory opisuje wzor

e =u—y, (15.2)

Czas ustalania (regulacji) t. — czas, jaki uptywa od chwili doprowadzenia wymuszenia do
momentu, gdy skladowa przejSciowa sygnalu bledu e,(t) zmaleje trwale ponizej zalozonej
wartosci Ae. (Ae rowne +1 ~ £3% wokot wartosci konicowej sygnatu ep)

L=y (e(y,~ay,y+ay) (15.3)
Czas narastania t, - czas potrzebny do tego, aby charakterystyka skokowa osiggneta od 10% do
90% wartosci ustalonej. Czas narastania okresla szybkos¢ dziatania uktadu regulacji.

. =Cg09 y, ~li09sy, (15.4)

Przeregulowanie p - procentowy udzial uchybu maksymalnego w wartoSci ustalonej sygnatu
regulowanego. Przeregulowanie rosnie w miare zblizania sie ukladu do granicy stabilnosci.
Przeregulowanie mozna rdwniez wyrazic przy pomocy wartosci sygnatu regulowanego

p[%] =2 Yu 1009 (15.5)

Yu

Czas opoZnienia t, to czas jaki mija od momentu wystgpienia wymuszenia do chwili gdy
odpowiedz uktadu osiggnie 50% wartosci ustalonej y,.

Aperiodycznos¢ lub oscylacyjnos¢ (przebiegi aperiodyczne -> brak oscylacji) mierzona
wspotczynnikiem zanikania

Katedra Automatyki i Metrologii 83



epl
e

xK=|-21100% (15.6)

p2

Powyzsze wielkosci tatwo jest wyznaczy¢ graficznie na podstawie zarejestrowanej odpowiedzi
skokowej badanego ukladu. Analityczne ich wyznaczenie, szczegdlnie dla ukladow wyzszego rzedu
bywa ktopotliwe.

Kryteria calkowe
1. ISE (Integral Squared Error)

ISE:T e, (t)dt (15.7)

2. ITSE (Integral of Time multiplied by Squared Error)

IAE:T le,(t)]dt (15.8)

3. IAE (Integral of Absolute value of Error)
IAE:T|ep(t)\dt (15.9)
0
4. ITAE (Integral of Time multiplied by Absolute value of Error)
ITAE:Tt\ep(tﬂdt (15.10)
0

Kryteria czestotliwoSciowe

1. Modul rezonansowy to maksymalna wartoS¢ osiggana przez amplitudowa charakterystyke
czestotliwo$ciowa

M,[dB]=20log|G(jw)| (15.11)

max

2. Pulsacja rezonansowa o, to pulsacja przy, ktorej wystepuje modut rezonansowy
3. Szeroko$¢ pasma BW to zakres pulsacji od zera do takiej pulsacji przy ktérej amplitudowa
charakterystyka czestotliwosciowa 20 log |G(jo )| opada o 3dB wzgledem wartosci przy

pulsacji zerowej.

Na Rys. 15.2 pokazano powyzsze wielkosci na przykladowych charakterystykach
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20log |G(jw)|

9(w)

log @

Kryteria bazujace na
rozkladzie biegunow
transmitancji

Rys. 15.2: Kryteria czestotliwosciowe

Na Rys. 15.3 pokazano rozmieszczenie biegunow transmitancji operatorowej dla obiektow r6znych
typow

Ims

Re s

czton oscylacyjny czton catkujacy

Rys. 15.3: Potozenie biegunow
transmitancji

Pokazano takze odzwierciedlenie parametréw obiektu przez wielkosci geometryczne (odleglosci, katy).
Badanie jako$ci dynamicznej UAR wedlug powyzszych kryteri6w mozna realizowac
1. analitycznie wyprowadzajac odpowiednie wzory na podstawie znanego modelu obiektu

2. graficznie na podstawie wykreslonych empirycznie charakterystyk czestotliwosciowych.
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Analityczny zapis jest w miare prosty dla ukladow maksymalnie II-rzedu. Chociaz uklady rzeczywiste
sa z reguly bardziej ztozone ale czesto w akceptowalnie malym bledem mozna je aproksymowac
uktadami rzedu II. Stad dalsza czeS¢ rozwazan bedzie dotyczyta ukladu oscylacyjnego I1-rzedu.

Uklad oscylacyjny II-rzedu

Ukl}ad oscylacyjny IlI-rzedu to uktad, ktérego dynamike opisuje rownanie rozniczkowe

2
T
Tgddytﬁf)+Tldyd(tf>+y(t):kx(t), dla0< 1T, (15.12)

Odpowiada mu transmitancja operatorowa dana wzorem

k
G(s)=—— 15.13
(s) T5s°+T,s+1 ( )

Najczesciej zapisuje sie ja w postaci

G(s)== k (15.14)
T s"+2( Ts+1
lub w postaci
k 2
G(s)=—— 0 (15.15)
s+28 w,stw,

gdzie : T —okres naturalny, okres drgan wlasnych niettumionych,
®,=1/T —pulsacjanaturalna,

&=T,/2 T,<1 wzgledny wspoétczunnik thumienia,
k —wspoélczynnik wzmocnienia ( dla stanu ustalonego )

Jesli chcielibySmy uzyska¢ UAR czyli uklad zamkniety o transmitancji danej wzorem (15.15)
nalezatloby zastosowac nastepujacy uktad

Y O(S) ? GO (S ) Y (S)

Rys. 15.4: Uktad zamkniety

w ktérym transmitancja obiektu Go(s)bedzie dana wzorem

kw,
Go(s):S( (15.16)

s+2l w,)

Dla dowolnej realizacji uktadu oscylacyjnego II-rzedu rownanie charakterystyczne ma postac
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i posiada pierwiastki zespolone

gdzie:o=¢{/T={ w,, a)=\/1—é‘2/T:\/1—§‘2a)0

T°s*+2ETs+1=0

S12

_ & N1-&
T/ T

OdpowiedzZ skokowa dana jest wzorem

gdzie: w,, to pulsacja oscylacji odpowiedzi skokowej (pulsacja drgan wiasnych thumionych)

Graficznie odpowiedz skokowa przedstawiona jest na Rys. 15.5 oraz Rys. 15.6

A k(Y

=—0*jw

h(t)zk[l—ef’”(cos w, t+I-sin wrt)]

w

w

wwzwox/1—§2

Rys. 15.5: Odpowiedz skokowa
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Ah(t)
¢l

Q 3

(1<<(3

Rys. 15.6: Odpowiedz skokowa dla

roznych wartosci wsp. ttumienia

\/

(15.17)

(15.18)

(15.19)

(15.20)
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Transmitancja widmowa dana jest wzorem

k(1-w’T?) i —2kéiwT
(1-0’T*+(2EwT) J(1—a}2T2)2+(2§wT)2

Gljw)=

a jej poszczegodlne cztony: rzeczywisty i urojony

k(1-w’T?) —2kEwT

Plw)=

5, Qlw)=

(1-’T*P+(2EwT) (1-’T? +(2EwT)

pozwalajg wykresli¢ charakterystyke amplitudowo fazowa (Nyquista)

A O(w)
(1<<¢3
=00 k .
w=0 P(w)
{3
{2
oy ¢]

Rys. 15.7: Charakterystyka Nyquista

Na podstawie (15.22) mozna réwniez wyznaczy¢
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k
V1—?* T +2Ew T)

Lm(w)=20log

(15.23)
2w T
¢(w)=—arctg==——
1-0°T’
oraz wykresli¢ logarytmiczne charakterystyki czestotliwo$ciowe amplitudowa i fazowa
A :
Lm [dB] . X C1<62<G3
@ \ log(w)
A ®
€1<2<a
Wy >
J log(®)
)
T
2
3
-
Rys. 15.8: Charakterystyki Bodego
Kryteria jakosci regulacji na podstawie odpowiedzi skokowej
1. Czas regulacji —t,
Tabela 15.1: Wyznaczanie czasu regulacji
A [%] 1 32 5 10
tr 4,6/0 4,0/0 3,0/0 2,3/0
2. Czas narastania — t,
L= dla0<t<l (15.24)
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3. Przeregulowanie — p

—z&
pl%]=e'*¢ (15.25)
wystepujace w chwili
T T
t =2=—-+—— dla0<C<1 (15.26)
T T
4. Czas opOznienia — tp
toz“g’:é dla0<t <1 (15.27)

Kryteria czestotliwoSciowe

1. Modul rezonansowy — M, w jednostkach bezwzglednych

1
M =—+— 0<C=<0,707 (15.28)
26V1-¢°
lub w dB
1
M [dB]=20log———— 0<{<0,707 (15.29)
25V1-¢°
2. Pulsacja rezonansowa — w,
w,=oN1-2E° 0<L<0,707 (15.30)

3. Szeroko$¢ pasma — BW

BW =, 1-28 44 — 45242 (15.31)

Kryteria bazujace na rozkladzie biegunow transmitancji

Na Rys. 15.9 pokazano polozenie bieguna zespolonego na plaszczyznie s a ponizej podano zwigzki
miedzy wielkosciami geometrycznymi a parametrami odpowiedzi skokowej oraz czestotliwoSciowymi.
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Res

S

Rys. 15.9: Polozenie biegunéw

Dla przypomnienia pierwiastki rownania charakterystycznego:

S,=—0Xjw

— (15.32)
gdzie:o={ w,, w =1 - w,
gdzie: o — pulsacja drgan niettumionych,
¢ — wspotczynnik thumienia,
0 - cze$¢ rzeczywista pierwiastka
- czeS¢ urojona pierwiastka
dodatkowo
£=cos¥ (15.33)
Przyklady

5. Naszkicuj obszar na ptaszczyznie s, w ktorym powinny sie znalez¢ bieguny uktadu II-rzedu
aby spehniat on wymagania: t,<2 s, p < 17% a t,<0,5 s. Przyja¢ A.=1%

Na podstawie Tabela 15.1 dla A.=1% mozemy zapisac¢

:4’6<

t, =<

2s (15.34)

Analogicznie korzystajac ze wzoru (24)
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_18
t = W, <0,5s

n

a na podstawie (25)

Ze wzoru (15.34) obliczamy
0=>23 1/s
Ze wzoru (15.35) obliczamy
®,=3,6 rad/s

Wz6r (15.36) logarytmujemy stronami i otrzymujemy

_ﬂézﬁln 0,167
1-Z
nastepnie mnozymy obustronnie przez -1
119 >1,8
1-Z
Po dalszych przeksztalceniach otrzymujemy
£>0,497

(15.35)

(15.36)

(15.37)

(15.38)

(15.39)

(15.40)

(15.41)

Teraz na plaszczyznie s mozna wykres$li¢ obszary spekniajacy poszczeg6lne warunki: (15.37), (15.38) i

(15.41).
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Ims Ims

Ims
N .
&/ Res 4 R k} Res
(15.38)
(15.37) (15.41)

Rys. 15.10: Przykiad 1, obszary spelniajqce warunki czgstkowe

a nastepnie obszar speliajacy wszystkie powyzsze warunki jednoczesnie (po lewej stronie czerwonej
linii) czyli obszar bedacy rozwigzaniem.

\ Ims

&
4

Rys. 15.11: Przykiad 1, rozwiqzanie

6. Dla ukladu o schemacie przedstawionym na Rys. 15.12

Yols) O L S oo Yo,

Rys. 15.12: Przyktad 2

gdzie:

G,(s)= (15.42)
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dobrac¢ wartosci k oraz A aby t,=0,9 s a M,=3 dB.

Transmitancja uktadu zamknietego wynosi

G<S):2L
s"+As+3k
poréwnujac ja do wzoru (15.15) otrzymujemy
wa=3k
oraz
2w,=A

Na podstawie wzoru (15.24) oraz warunkow zadania mozemy zapisac

_18_
=", =0,9s

Stad mozemy wyznaczy¢ pulsacje wiasng niettumiong wo
®,=2,0rad/s

Na podstawie wzoru (15.29) oraz warunkéw zadania mozemy zapisac

M,=201log =3dB

N S
28V1-¢2

1
log —=———=0,15
261-¢2

%2:1,143
2641-¢

po przeksztalceniach
0,125=5°-¢*

po dokonaniu podstawienia #=¢? otrzymujemy réwnanie kwadratowe
u’—u+0,125=0

PO jego rozwigzaniu otrzymujemy
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(15.44)

(15.45)

(15.46)

(15.47)

(15.48)

(15.49)

(15.50)

(15.51)

(15.52)
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u,=0,147iu,=0,854 (15.53)
a wiec

£,,=%0,283 oraz &{,,=+0,924 (15.54)

Odrzucamy wartosci ujemne oraz wartosci wieksze niz 0,707 na podstawie warunku podanego we
wzorze (15.29) i otrzymujemy

£=0,383 (15.55)
Wstawiajac te wartoS¢ oraz »0 z (15.47) do wzoru (15.45)

A=1,532 (15.56)
Rozwigzanie to:

w,=2,0rad/s i A=1,532 (15.57)

Zadania:

1. Naszkicuj obszar na plaszczyznie s, w ktorym powinny sie znalez¢ bieguny uktadu II-rzedu

aby spehniat on wymagania: t,<0,6 s, p < 20% a t,<2 s. Przyjac¢ A.=2% [d]

2. Naszkicuj obszar na ptaszczyznie s, w ktorym powinny sie znalez¢ bieguny uktadu II-rzedu

aby spetniat on wymagania: t.<1,5 s, p < 50% a t,<8 s. Przyja¢ A.=1% [g]

3. Dla uktadu o schemacie przedstawionym na Rys. 15.12 oraz

_ 3
Go(s)—S(S+A) (15.58)

dobrac wartosci k oraz A aby t,=1,8 s a M,=2 dB

4. Dla uktadu o schemacie przedstawionym na Rys. 15.12 oraz

2
GO(S)—S(S+A) (15.59)

dobra¢ wartosci k oraz A aby t,=3,6 s a M,=3 dB
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