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TTS08: Metoda linii pierwiastkowych

1. Pierwiastki ukladu zamknietego

Linia pierwiastkowa transmitancji uktadu otwartego H(s) jest wykresem przedstawiajacym
umiejscowienie wszystkich mozliwych pierwiastkéw uktadu zamknietego. Wykres taki otrzymuje sie
przyjmujac za zmienng jeden z parametréw uktadu np. wzmocnienie k i stosujgc bezposrednie
sprzezenie zwrotne:
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Rys. 1. Uktad z zamknietg petlg sprzezenia zwrotnego.

Jezeli transmitancja uktadu zamknietego wyrazona jest nastepujgco:
Y(s) B KH(s)
R(s) 1+ KH(s)
to, bieguny uktadu zamknietego s pierwiastkami réwnania charakterystycznego
1+ K*H(s) =0.
Jesli uzyje sie relacji H(s) = b(s)/a(s), to poprzednie rownanie przyjmie postaé:
a(s) +Kb(s) =0

lub

a(s)
T +b(s)=0

Niech n stanowi rzad wielomianu a(s) oraz m - rzad wielomianu b(s).

Rozwazmy wszystkie dodatnie wartosci k. Dla granicy przy k -> 0, bieguny uktadu zamknietego
to pierwiastki rownania a(s) = 0 czyli bieguny funkcji H(s). Dla granicy przy k -> nieskorniczonosci,
bieguny uktadu zamknietego to pierwiastki réwnania b(s) = 0 czyli zera funkcji H(s).

Nie ma znaczenia co podstawimy za k, poniewaz uktfad zamkniety zawsze musi mie¢ n
biegundw, gdzie n jest liczbg biegundw funkcji H(s). Linia pierwiastkowa musi mieé¢ n gatezi, kazda
gataz zaczyna sie w biegunie funkcji H(s) i biegnie do zera funkcji H(s). Jesli H(s) ma wiecej biegundw
niz zer (co jest czestym przypadkiem) to m < n i méwimy, ze H(s) ma zera w nieskonczonosci. W takim
przypadku, granica H(s) przy s -> nieskoriczonosci rowna jest 0. Liczba zer w nieskonczonosci réwna
jest n-m (liczba biegundw minus liczba zer) i stanowi liczbe gatezi linii pierwiastkowej, ktére biegng do
nieskoriczonosci (asymptoty).

Poniewaz linia pierwiastkowa stanowi lokalizacje wszystkich mozliwych biegunéw uktadu
zamknietego, z linii pierwiastkowej mozemy wybra¢ wzmocnienie w taki sposdb, ze nasz uktad
zamkniety bedzie dziatat w zadany sposdb.
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Jesli jakikolwiek z wybranych biegundw znajduje sie w prawe] pdtptaszczyznie uktad zamkniety
bedzie niestabilny. Bieguny, ktére sg najblizej osi urojonej majg najwiekszy wptyw na odpowiedz
uktadu zamknietego, wiec nawet jesli uktad ma 3 lub 4 bieguny, moze zachowywac sie jak system 2-
go lub nawet 1-go stopnia w zaleznosci od lokalizacji dominujgcego(-ych) biegunu(-6w).

2. Wykreslanie linii pierwiastkowej dla danej transmitancji

Rozwazmy uktad z otwartg petlg, ktdrego transmitancja jest nastepujaca:

Y(s) B s+7

U(s)  s(s+5)(s+ 15)(s + 20)

Zatozenia dotyczace projektowanego regulatora to przeregulowanie max. 5% i czas narastania

H(s) =

max. 1s.

Sposdb graficzny LabVIEW

Mozemy utworzyé VI, aby wykresli¢ linie pierwiastkowg uzywajgc CD Root Locus VI z sekgcji
Model Construction palety Control Design.
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Rys. 2. Schemat blokowy VI do wykreslania linii pierwiastkowych.

Podejscie hybrydowe graficzne/MathScript

Mozna takze uzy¢ MathScript Node i ponizszy kod, aby wykreslié linie pierwiastkowe:
num=[17];

den=conv(conv([1 0],[1 5]),conv([1 15],[1 20]));

sys=tf(num,den);
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Rys. 3. Schemat blokowy VI do wykreslania linii pierwiastkowych z uzyciem MathScript Node.

Spos6b MathScript

Kolejnym sposobem na rozwigzanie problemu jest uzycie MathScript Window. Wybierz Tools »
MathScript Window i wpisz nastepujacy kod w Command Window:

num=[17];

den=conv(conv([1 0],[1 5]),conv([1 15],[1 20]));

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

axis([-22 3 -15 15])

Wyniki

Kazdy z zaprezentowanych sposobdéw powinien zwrdéci¢ wynik podobny do wykresu z rys. 4.
(Uwaga, moze by¢ konieczne przeskalowanie osi i/lub wtgczenie/wytgczenie autoskalowania osi).
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Rys. 4. Wykres linii pierwiastkowej.
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3. Dobor warto$ci wzmocnienia k na podstawie linii
pierwiastkowe;j.

Wykres z rys. 4. prezentuje wszystkie mozliwe lokalizacje biegunéw uktadu zamknietego dla
regulatora proporcjonalnego. Naturalnie, nie wszystkie z tych biegundw spetnig wczesniej
sprecyzowane zatozenia.

Chcemy okresli¢ jakie umiejscowienie biegundéw jest akceptowalne. Warto do tego
wykorzysta¢ komende sgrid on (MathScript RT Module) aby wyswietli¢ linie statego wspétczynnika
ttumienia i czestotliwosci wtasnej. W naszym przypadku chcemy, aby przeregulowanie byto mniejsze
niz 5% co oznacza, ze wspétczynnik ttumienia "zeta" jest wiekszy od 0.7 oraz czas narastania mniejszy
niz 1 sekunda, co oznacza, ze czestotliwosé wtasna "wn" jest wieksza od 1.8.

Wopisz komende sgrid on w oknie komend MathScript i naci$nij Enter. Powiniene$ zobaczy¢
figure podobng do ponizszej. Czerwona i zielona linia zostalty natozone na wykres w drodze
pozniejszej edycji.

15-
12.5-

Irnaganany Axis
3
& =
i [}
8

=125

=15=} [ i i i
-2 -m -17.% -15 -125 -0 7.5 -5 -2.5 1] 3
Rl Avxls

Rys. 6. Wykres linii pierwiastkowej z liniami siatki.

Na wykresie powyzej, ukosna linia wskazuje staty wsp. ttumienia, natomiast potkola wskazuja
linie statej czestotliwosci wtasnej. Czerwone linie natozone na wykres wskazujg lokalizacje biegunéw
ze wspotczynnikiem ttumienia na poziomie 0.7. Ulokowanie biegundéw pomiedzy tymi liniami da wsp.
ttumienia > 0.7, natomiast ulokowanie na zewnatrz tych linii da wsp. ttumienia < 0.7. Zielone pétkole
wskazuje lokalizacje biegundw z czestotliwoscig wtasng = 1.8, wewnatrz pétkola czestotliwos¢ wiasna
bedzie < 1.8, a na zewnatrz czestotliwos¢ wtasna bedzie > 1.8.

Wracajac do naszego problemu, aby uzyska¢ przeregulowanie mniejsze niz 5% bieguny musza
znalez¢ sie pomiedzy dwoma czerwonymi liniami, a aby uzyska¢ czas narastania mniejszy niz 1
sekunda bieguny muszg znalez¢ sie poza zielonym poétkolem. Widac zatem, ze tylko fragment linii
pierwiastkowej spefnia postawione wymagania. Wszystkie bieguny w tej lokalizacji znajdujg sie w
lewej potptaszczyznie zatem uktad zamkniety bedzie stabilny.

Z wykresu powyzej mozna wywnioskowac, ze czesc linii pierwiastkowej znajduje sie wewnatrz
zadanego obszaru. Mozna wykorzysta¢ komende rlocfind w MathScript Window, aby wybraé zgdane
bieguny na linii pierwiastkowe;j :

[k,poles] = rlocfind(sys)
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Nalezy klikng¢ na wykresie i przeciggnac¢ bieguny uktadu zamknietego, aby okresli¢ gdzie maja
sie znalez¢. Mozna takze skorzysta¢ z punktéw wskazanych na wykresie ponizej, aby zrealizowac
zatozenia projektowe.
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Rys. 7. Interaktywny wykres linii pierwiastkowej w MathScript.

Zauwaz, ze poniewaz linia pierwiastkowa moze mie¢ wiecej niz jedng gatgz. Przesuwajac jeden
biegun na wykresie mozna zobaczy¢ gdzie znajda sie pozostate bieguny oraz dla jakiego wzmocnienia
wystepuje dany rozktad pierwiastkéw i zer. Uwaga, pozostate bieguny takze wptywajg na odpowiedz
uktadu. Z powyzszego wykresu wynika, ze wszystkie bieguny sg na rozsgdnych pozycjach. Mozemy
uzy¢ wyznaczonego wzmocnienia w naszym regulatorze proporcjonalnym. Kliknij OK, aby wybrac
wyswietlane bieguny.

4. Odpowiedz ukladu zamknietego

Aby wykresli¢ odpowiedZ skokowg i sprawdzi¢ czy synteza regulatora potwierdza zatozenia
projektowe nalezy wyznaczy¢ transmitancje uktadu zamknietego. Mozna obliczyé ja manualnie lub
wykorzystaé do tego celu LabVIEW i MathScript Window. Wpisz:

sys_cl=feedback(k*sys,1)

Dwa argumenty w funkcji feedback to licznik i mianownik transmitancji uktadu zamknietego.
Powyzszy zapis uwzglednia wzmocnienie, ktére uprzednio zostato wyznaczone. Sprzezenie zwrotne
traktowane jest jako bezposrednie.

Ostatecznie, sprawdz odpowiedz skokowa uktadu zamknietego wpisujac:

step(sys_cl)

w MathScript Window.
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Rys. 8. Odpowiedz uktadu zamknietego.

Jak mozina byto sie spodziewaé, charakterystyka skokowa ukfadu zamknietego ma
przeregulowanie mniejsze niz 5% i czas narastania mniejszy niz 1 sekunda.

5. Zadania do wykonania

1. Wykorzystaj metode linii pierwiastkowych do wyznaczenia wzmocnienia regulatora
proporcjonalnego dla uktadu z powyzszego przyktadu. W sprawozdaniu nalezy zamiescié¢ wyznaczone
wzmocnienie wraz z widokiem rozmieszczenia biegunéw ukfadu zamknietego oraz odpowiedz
skokowgq ukfadu zamknietego. Czy zatozenia zostaty spetnione?

2. Dobierz wzmocnienie regulatora proporcjonalnego (K) metodg linii pierwiastkowych dla
uktadu z rys. 1. gdzie transmitancja obiektu wynosi:

a. H(s) = +3)((;+110))S(s+30)

b. H(s) = (S+;§?51+)(250+)(1:+)so)
c.H(s) = G +3()S(:i)150()5(:i)2(;;(65122)
d.H(s) = (5+3)(5(:)13(s+30)

e. H(s) = (5+3)(5+1(§i;3(5+10—]'2)
f.H(s) = (S+3+]-3)g:)_sj3)(s+3o)
g. H(s) = (5+3§:2$?:3(155;2+15)
h.H(s) = (S+3)(5ii;(15035)(5+6)

i. jeden z obiektow do ¢éw. 7. (okreslony przez prowadzgcego)

Zatozenia projektowe przyjgc jak w powyziszym przykfadzie. Jesli spetnienie zatozen nie jest
mozliwe nalezy dobraé optymalne wzmocnienie na podstawie wfasnej opinii i uzasadni¢. Proces
doboru wzmocnienia, wykresy linii pierwiastkowych, odpowiedzi uktadu zamknietego nalezy
zamiesci¢ w sprawozdaniu oraz skomentowad.
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