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Prawo autorskie

Niniejsze materiaty podlegapchronie zgodnie Wstawa o prawie autorskim |
prawach pokrewnych(Dz.U. 1994 nr 24 poz. 83 z fadiejszymi zmianami).

Materiat te udospniamdo celow dydaktycznychjako materiaty pomocnicze
do wykladu z przedmiotu Metrologia prowadzonego sbadentow Wydziatu
Elektrotechniki i Informatyki Politechniki Lubelsi. Mog z nich réwnie
korzyst& inne osoby zainteresowane metrojogbo tego celu materiaty te
moznabez ogranicz@ przegladaé, drukowaé | kopiowaé wytacznie w cat@ci.

Wykorzystywanie tych materiatdw bez zgody autoranmyisposob i do innych
celow nk te, do ktorych zostaty udeginione jest zabronione

W szczegolngéci niedopuszczalne jestusuwanie nazwiska autora, edytowanie
tresci, kopiowanie fragmentow i wykorzystywanie w cabplub w czsci do
wtasnych publikacji.
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Uwagi dydaktyczne

Niniejsza prezentacja stanowylko i wytacznie materialy pomocniczedo

wykladu z przedmiotu Metrologia prowadzonego dladstuow Wydziatu
Elektrotechniki i Informatyki Politechniki Lubelslj. Udos¢pnienie studentom
tej prezentacji nie zwalnia ich z koniecZaosporadzaniawtasnych notatek z

wyktadow ani tez nie zastpuje samodzielnego studiowaniaobowizujacych

podrecznikow.

Tym samym zawartd niniejszej prezentacji w szczegosad nie maze by

traktowana jako zakres materiatu obgavijacy na egzaminie.

Na egzaminie obowtujacy jest zakres materiatu faktycznie wytaony
podczas wyktadu oraz zawarty w odpowiadglych mu fragmentach
podrecznikdw podanych w wykazie literatury do wykfadu.
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Tematyka wyktadu

Eliminacja btedow grubych

Opracowywanie wynikow metody najmniejszych kwadratow

Btedy w pomiarach parednich

Niepewna¢é pomiaru w pomiarach pasrednich
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Eliminacja beddw grubych

Btad gruby |(btad nadmierny, pomytka) — btad wynikapcy z

niepoprawnego wykonania pomiaru.

Mozliwe przyczyny bédéw grubych (przyktadowe):

- uzycie uszkodzonego, niesprawnego praurg,

- bledne odczytanie wskazania (np. pomylony zakres pgdw),
- zle poczony uktad pomiarowy,

- silne zaktocenie itp.

Wyniki pomiarow obarczon|ebh;dem grubym|nie powinny by
brane pod uwag nalezy jelusuwat ze zbioru danych.

Mozliwosé taka daje statystyczna obrobka wynikow pomiarow.
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Wwartosc
srednia
Blad
Sy stematyczny

/

Eliminacja bkdow grubych — analogia strzelecka

Granice
przedzialu 3o

Btad systematyczny
decyduje o doktadndci

Wartos¢
prawdziwa
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Blad
przypadkowy
7
Btad przypadkowy
| decyduje o precyzji
_/. &

Pomiary obarczone bédem
grubym nalezy usuwat ze
zbioru danych !!!
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Eliminacja beddw grubych —rozktad normalny

Centralne Twierdzenie Granicz|ne uzasadnia stosendmianalizy
danych eksperymentalnych éawosciirozktadu normalnego.

Funkcja gstasci prawdopodobigstwa rozktadu normalnego:

() :@/12? ex;{-]

Dla rozkiadu normalnego, prawdopodaistvo tego,ze wart@¢
zmiennej losowej znajdziecsiv przedziale:

Ztego przedzialy 004/~ 0 dO L+ 0 jestrowne 68,26 %,
korzystamy w odu-20 do u+ 20 jest rowne 95,46 %,
praktyce \ _ >

najczesciej od u- 30 do u+ 30 jest rowned9,74 %.

Eligiusz Pawtowski Zjazd 4, wyktad 7, 8 7
METROLOGIA EINS



Eliminacja bkdow grubych — przedziat 3 sigmowy

PxX) A

1

Pole powierzchni
N2t G rowne 0,9974

X
—>

3c H 30

) 0 1
Pr{u-30 < x< p+30)=99.74%

Whniosek: naleey wyznaczy (estymowd) parametry
rozktadu na podstawie danych z eksperymentu pomego
| wyznaczy |, przedziat trzy sigmowy'.
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Eliminacja bédow grubych — estymatonyi o

Najlepszymestymatorem wartosci oczekiwane@dla populacii,
wyznaczanym na podstawie n - elementowej pmphy,, ... X, jest

wartos¢ srednia X :

2%
&5

n
Najlepszym estymatorem odchylenia standardoweg@ dla
populacji jesbdchylenie standardowe z probys.

/

= \/ni_li(& -x)°
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Eliminacja bédow grubych — przedziat 8

P (x) A W tym obszarze mieSci si¢
| 99,74 % wynikow
21 s
bledy grube bledy grube
/ )
0 i

3s 3s

)
Pr(X —3s< x < X +3s) = 99.74%

=

Whniosek: mniej nz 3 pomiary na 1000 wykonanych neolezec

poza przedziatem o szercko + 3s wokot wartagci sredniej X

obarczone bedem grubym.

W praktyce mozemy wiec takie wyniki odrzuci¢ jako
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Eliminacja bkdéw grubych — pogpowanie

Kolejnos¢ postepowania:

-wykonujemy sek n pomiarow, otrzymujemy wynikx,, X, ... X,
-obliczamy wartéc sredng X (estymujemy wart& oczekiwang L),
-obliczamy odchylenie standardowe z pr@&{gstymujemyo),
-obliczamy granice przedziai¥ + 3s (trzy sigma),

-sprawdzamy, czy wszystkie wynikimieszca sie w przedziale:

X—3S< X <X+3s

lub (wygodniej):|x —X| <3s, czyli{3s—|x =X/ >0

-odrzucamy wynikx ktore nie mieszegsie w przedzialex + 3s,

-powtarzamy procedure od pocatku, az wszystkie wyniki lgeda sic

miescity w przedzialex + 3s.
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Eliminacja beddw grubych — przyktad Excel

B! Microsoft Excel - wyklad_ME_EZ-bledy_grube.xls
Elik Edycija Widok ‘Wstaw Format Marzedzia Dane Ckno Pomoc OmniPage

DeEHsES gAYV sBBRC o B = A 2L E s - ),

k21 | =

A B C ] E F = H |
1 . .
§ b i an wykonujemy sed np. 13
; : 1,120 pomiarow, zapisujemy wyniki

4 1.0700 '
? : 1070C X1, %oy ... X5 0O tabell
g 8] 1,2100
g 7 71,0900
10 3] 1, 1500
1 g 71,1100
12 10 1,700
13 11 71,8000
14 12 17,0400
15 13 71,1800
16
17 &rednia xsr 1,1731
: — Obliczamy warté¢ srednp X
20
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Eliminacja bkdow grubych — przykiad c.d.

=
1 @ Blik Edycja Widok ‘Wstaw Format harzedzia Dane Ckno Pomoc CmniPage
= o | % o - = £ B - @,
|ODCH-5TF'-NDF'---- ﬂ X /| = =0DCH.STANDARDOWE({C3:C15)
ODCH. STAMDARDOWE H
Liczbal 315 T = 11,141,1241, 154,07
Liczbaz | E =

= [0,194566515
Dokonuje oszacowépia odchylenia standardowego dla podanej prabki (Raomija warkosci logiczne i bekstowe w
priabce],

Liczbal: liczbal;liczhaz "\ - od 1 do 30 liczh odpowiadajaeveh praboe populaci,
mogg by ko liczby lub odwotania zawierajace liczhy.

@ | Wynik Formuty = 10,1949 (8]4 | Anuluj |

1? 5 11;55 X':i:,l A
10 11700 i '
D 011700 obliczamy odchylenie
12 1,0400 0
L 12 1.0400 standardowe z proby

16
17 srednia 11731 /

18| odch.st.|5(C3:C15)

19  3xodch.st. 0,5846 \
20

obliczamy 3
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Eliminacja bkdow grubych — przykiad c.d.

B! Microsoft Excel - wyklad_ME_EZ-bledy_grube.xls

Plik Edycja Widok ‘Wstaw Format MNarzedzia Dane Okno Pomoc OmniPs .
DEES &LV B2 %Eﬁs%lﬁlEObhczamy

Ham -] = - ‘)(I _X‘

A B C O /

1 :
2 |9 ¥ mod . (x-xsr) T warunek 257 I
3 1 1,1000 00731 05115 Obllczamy
4 2 1,1200 00531 05315 — —_V
5 2 1,1500 0,0231 05615 38 ‘Xl X‘
B 4 1.0700 01031 04815
7 a 1,0600 01131 04715
g G 1,2100 0,0369 05477
g 7 1,0900 00831 05015
10 3 1,1500 0,0231 05615
11 9 1,1100 00631 05215
12 10 1,1700 0,0031 05815
13 11 1,5000 06269 -0,0423 )
14 12 1.0400 0.1331 04515 '\odrzucamy Wynlkx11
15 13 1,1800 0,0069 05777 , . . L.
16 Ktory nie midgci sic w
17 Srednia xsr 1,1731 . _
18 odch.st. 0.1949 przedzialex = 3s,
19  3xodch.st. 0,5846 i

20
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Eliminacja bkdow grubych — przykiad c.d.

& Microsoft Excel - wyklad_ME_EZ-bledy_grube.xis [={e]alo)iall=

Elik Edycija Widok ‘Wstaw | Format Marzedzia Dane Ckno Pomoc OrmniPs Obllczam
EeEHS SRV §BRC - Rz A2 AR y

C32 | = v

A B C | D E — ‘Xl X‘
1
2 [ A mod.(xi-xsri T warunek 357 I
3 1 1,1000 00203 0,1356 Ponownle
4 2 1,1200 00,0008 00,1556 I
5 3 1,1500 00292 01272 Ob“Czamy
G 4 1,0700 00508 00,1056 _ v’
7 5 71,0600 00603 00,0956 SS ‘ Xl X‘
g 8] 11,2100 00892 00672
g 7 71,0800 0,0303 0,1256
10 g 1,1500 00292 01272
11 9 1,1100 00103 0,1456 \ .
12 10 1.1700 00492 0,1072 Ponowr"e
13 11 71,0400 00303 00756
14 12 11800 00592 00972 Sprawdzamy,
15
16 $rednia xsr 1,1208 Wszystk|e Wyn|k|)(i
17 odch.st. 0,0521 . .
18 | 3xodch.st. 0,1564 m|eSZC3 S|¢ wW
19 - —
2 przedzialex = 3s,
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Opracowywanie wynikow metachajmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow (ang. LSM — Least Squares

Method umaziwia analityczne wyznaczenie wspotczynnikdw
funkcji aproksymujcej dane déwiadczalne, zapewnigg uzyskanie

minimum sumy kwadratow btedow tej aproksymacji.

Zastosowanie: wyznaczamy déwiadczalnie zalenos¢ funkcyjm
pomicdzy dwoma wielkéciami y=f(x) wykonujc ser¢ n pomiarow
wspotrzdnych punktowX,, y,) ... , Y ... X, Y,) reprezentujcych
poszukiwagp zaleznos¢. W praktyce najeistszym przypadkiem jest
wyznaczanie wspotczynnikdw linii prostggax+b.
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Aproksymacija lim prosg w warunkach idealnych
W warunkach idealnych (brak dolow) wszystkie wyniki lea na
linii prostejy=ax+b. Do wyznaczenia wspotczynnikéavi b tej linii
proste] wystarcz wybrane dowolniglwa punkty pomiarowe!
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Aproksymacija lim prosg w warunkach idealnych

W warunkach idealnyckdwa punkty pomiarowe (X;, ¥;), (X, Y>),
umazliwiaj g utozenie uktadu dwdch rowmna

y;=ax +b
y,=ax +b
Odejmujemy rownania od siebie | wyznaczamy nastpnie b.

Rozwigzaniem uktadu dwoch rownasa wspotczynnikia i b linii
proste] aproksymygge] punkty pomiarowe:

-

q = Yo~ Y,
3 X~ X
kb:y1_axl
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przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa

Metoda nagjgnietej nici (metoda ,na oko”)

W rzeczywistych pomiarach wygtuja biedy, co uniemealiwia

przeprowadzenie linii prostej przez wszystkie pyngbmiarowe.
Mozna przeprowadzi linie lezacg najblizej] wszystkich punktow
metod ,na oko” i z jejdwdch punktdwwyznaczy ai b.
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Problemy w Metodzie naggjnictej nici
W metodzie na@gnietej nici problemem jest jednoznaczne
wykreslenie najlepszej proste] aproksynrpgj, gdy brak jest
jednoznacznego kryterium. K@y eksperymentator wyksie z tych
samych danycimna prosta!

Ta metodanie jest obiektywna
ta metodgest subiektywna!

X
'
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Zasada metody najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratow jg@stinoznaczna Na podstawie
n punktow pomiarowychx, y,) ... &, y) ... &, Y, umaliwia
wyznaczenie wspotczynnikowi b funkcji y=ax+b aproksymujcej
dane deéwiadczalne, zapewnig uzyskanie minimum sumy
kwadratow btedow A te] aproksymacji.
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Obliczenia metoglnajmniejszych kwadratow

Btad aproksymacji-tym punkcie X;, y;) wynosi:
A=Y —Yi=Y —(axi +b)

Obliczamy sum kwadratow bgdow A, dla wszystkich n punktow:

2

ZA? =§[yi ~(ax +Db)]

Otrzymalsmy funkcje dwoch zmiennycha, b ze wspotczynnikami
(X, y,) bedacymi wynikami pomiarow. Szukamg i b dla ktorych
wystepuje minimum tej funkcji:

ZH:A? = min
=1
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Obliczenia metoglnajmniejszych kwadratow

Wyznaczanie minimum funkcji polega na przyréwnadiol zera
pochodnych cxstkowych wzgtdemali b:

03’
i=1 —
da

) n

0> A
i=1 —

=0
| ab

0

Otrzymany ukitad dwoch rownanalery rozwiazac wzgledemaii b.
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Koncowe wzory dla metody najmniejszych kwadratow

Po przeksztatceniach otrzymujemy wzory na obliozanib :

£of5)

=1 =1

Whniosek: wspoiczynnikia | b s3 jednoznacznie okéone przez
wspotrzdnen punktow pomiarowychx, y,) ... &, ¥i) ... X, Y,) -
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Przyktadowe zastosowanie metody najmniejszych katadr

Skalowanie transformatora powietrznegodo pomiaru wart€ci
maksymalne] prdu magnesuyggegol, ., W aparacie Epsteina.

—————————————————————————————————

Ly M,

Y
Q

Transformator powietrzny jest przetwornikiem maksyme|
wartoscl pradull na wartd¢ sredng napecia indukowanegé.,, .

I1max
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Wyznaczanie charakterystyki transformatora powretgo

Zadanie polega na wykonaniu serii pomiardw., 1 Ex,
wyznaczeniu liniowej charakterystyki przetwarzamansformatora
powietrznego i obliczeniu jego indukcygm wzajemneM,.

UZTrérA |
% ’
b:O .ﬁé bjz_y E Ay
=3 |
0 E [lmax
! v >
0 Ax > [A]
I\/ID:U2s'r Dl 1+h :a[_li 1+h
I1max 4f R/ 4f R/
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Excel -wyznaczanie charakterystyki

Wyniki serii pomiarow ;... 1 U, Wprowadzamy do arkusza Excel |
generujemy wykres.

| & Microsoft Excel - CW17_Epstein_tabelk_odlit zenia.xls

] Pk Edycja widok tWetaw Format Narzedzia Dare Okno PomWh OmniPage
Deda SRy Rt - [ S50 - il |43 200% ~ @), arialCE -1z - BIUO|E=E=EHE
M19 ;[ =
=Z B © D E F G H |
1 Tab.1. Skalowanie transf¥nator wietrznego
2 Nastawy Odezyty| ~——Qbliczenia
3 ip| sk | 7 (U2t )Uimax |) a | MD
4 A | H |V VA | H
5 1 0,10 5,300 | 0,141
| 6 | 2 0,20 10,800 | 0,283
7 | 3| 0,30 16,200 | 0,424
8 4 | 040 22,000 | 0,566
9 51 0,50 27.800 | 0,707 | |
10 |6 060 | ° [33400] 084 |37 |0:209
11 | 7| 0,70 39,000 | 0,990
12 | 8 | 0,80 44,800 | 1,131
13 91 0,90 50,200 | 1,273
14 10 | 1,00 55,800 | 1,414
15
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Excel —linia trendu

Do wykresu dodajemy linitrendu, wybieramy typ trendu liniowy.

| E Microsoft Excel - Wyklad_ME_EZ-CW17_Epstein_ta“elk_obliczenia.xls
g @ Plik Edycja Widok ‘Wstaw Eormat Marzedzia Wykres Okno Pomoc

D@EE @RV =B o [@= i EEN ; B[ % el e
Serie 1 ;] = =SER\E(‘TabeIa1‘!$F$5.$F$M‘Tabe\a1“$E$5.$E$14,1)
A B | i _ [E) = | | G H | | J | K
17
18 Skalowanie transfi atora powietrznego
19

20 70,000 \
21 60,000

22 N

23 50,000 N
24 iy or ma SBrig danyc
25 < 40,000 - s
26 :E /0/0 odai linie trendu.

3
i 30,000
o /0/

p-d

29 20,000 /
20 10,000 f’/

v

31
32 4
0,000
33 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000 1,200 1,400 1,600
34 J1max [A]
35
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Excel —linia trendu

Formatujemy ling trendu, zaznaczamy wyietlanie rOwnania.

|, TOSO ! Lein DelK 0D Zenia.x
@Ehk Edycja Widok Wustaw Format Narzedzia ‘Wylres Olno Pomog
DNEEsE Sk: BF o | | Bl = = oS-
Serie 1 | = =GERIE( Tabela 115F§5:5F §14; Tabela 11$ES5:3ES14;1)
A B C D E F | G H J [ K
16 _
17
18 Skalowanie transformatora powietrznego
19
70,000
20
- 60,000
22
23 50,000 =
24 :
25 %
s 40,000 Pgu
26 g /o Doty [01 = jednosti
27 30,000
= o] Q
29 20,000 o/
30 el
10,000 v Anulg
31 o
32
0,000
33 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000 1,200 1,400 1,600
34 Jimax[A]
35
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Koniec wyktadu ! Koniec wyktadu !'! Koniec wyktadu !!! Koniec wyktadu !!! Koniec wyktadu !!! Ko niec wykladu !!!

Excel —linia trendu

Z rownania linii trendu odczytujemy wspotczynnikirogte;
aproksymujce.

B Microsoft Excel - Wyklad_ME_EZ-CW17_Epstein_tabelk_obliczenia.xls

@ Blik Edvcia Widok Wstaw FEormat MNarzedzia Dane Okno Pomoc OmniPage

DEeds SRY s 2R v~ &= A& 2 M 420w v @) arElcE - 12 - I u == 5 % oo % EE|H- B
NEZ v =]
A B C D E E G I J K
16 |
17
18 Skalowanie transformatgfa powietrgnego
19

20 70,000

/N 60,000 ,/ / ]
22 / J

23 50,000 /
24

25 40,000 y @%/

s
26 &
7 = 30,000 -~
28 /.,/
29 20,000 /
30 /
31 10,000 -

E1 ad
0,000
33 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000 1,200 1,400 1,600
34 Jimax[A]
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Excel —-Pomoc do hasta linia trendu

Z rownania linii
aproksymujce.
Microsoft Excel - Pomoc

v - B

Kreator odpowiedz 1ndeksl I

. Wpisz stawa

]Iinia linia_trendu

Caysd ‘ Wyszuka

2, Lub wybierz stowa kluczowe

#liczbal A
- =
a4

Access

adresat

agfa

akeent ¥

3, Wybierz temat {znaleziono: 200

Linie trendu na wykresach

Usuwanie linii trendu

‘Wybieranie najlepszej linii trendu dla dar
‘Wypetnianie seri dla najlepiej pasujareg
Zmiana uskawier lini trendu
Progniozowanie wartosci preyszhych i prz
Zmiana kolordw, deseni, linii, wypetnier
‘Whydwietlanie wartosci R-kwadrat dla linii
Rozwigzywanie problemdw zwigzanych z
Zrniana formatdw liczb na wykresach
Dodaveanie lini trendu do serii danyeh

iyswistlanie lub ukrywanie informacii n:
iydwietlanie na wykresie bylka widoczny
‘Wybieranie innego bypu wykresu
Tworzenie niestandardoweych bypdw vyl
Sposoby zaznaczania elementow wykres
Zapisywanie bypu niestandardowego do
Udostepnianie niestandardowego typu v
Tworzenie wykresy
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\\

Wﬂr{.djac& linie trendu

Liniowe
Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacza dopasowanie punktdw do linii reprezentowanej przez nastepujgce rdwnanie:

y=mx+h

dzie m to nachylenie, a b to punkt przeciecia z osia.
Wielomianowe

Metoda najmniejszych kwadratdw wyznacza dopasowanie punktdw, stosujac nastepujace rdwnanie:

yebtomtexitextt toxt
gdzie b i C4...Cs =3 stabymi.

Logarytmiczne
Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacza dopasowanie punlktdw, stosujac nastepujgce réwnanie:
y=chzx+d

gdzie c i & sg stalymi, a In jest logarytmem naturalnym.

Wyktadnicze
Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacza dopasowanie punktdw, stosujac nastepujgce rdwnanie:
¥ =ce™

gdzie c i b =3 stalymi, a = jest podstawg logarytmu naturalnego.

Potegowe

Metoda najmniejszych kwadratéw wyznacza dopasowanie punktdw, stosujac nastepujgce réwnanie:
¥ =ex®

gdzie ¢ i b sg stahymi.

Wartosc R-kwadrat

gdzie

-3 17"

Zjazd 4, wyktad 7, 8

31



Metoda najmniejszych kwadratow dla innych funkcji

Problem: jak zastosowa& meto@d najmniejszych kwadratow do
charakterystyk=f(x) o ksztatcie innym rilinia prosta ?

Mozliwe rozwiazanie: przeksztatadi zaleenos¢ y=f(x) tak, aby
sprowadz ja do rownania linii prostej.

Przykitad: rozdziat strat wzelazie metog czstotliwosciowa za
pomog aparatu Epsteina.
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Przyktad - rozdziat strat metedzcstotliwosciowa

Straty w zelazie P, sa sumy strat histerezowch P, | strat
wiropradowych P,. Metoda cgstotliwosciowa rozdziatu strat
wykorzystuje fakt, ze straty histerezoweP, sa wprost
proporcjonalne do estotliwosci f, a straty wiropgdowe P, zaleza
od kwadratu cgstotliwosci f 2 :

P.=P +P, =k f+k,f?

Rownie powysze dzielimy obustronnie przez cestotliwosé f,
otrzymujemy liniovg funkcje czestotliwosci:

I:)Fe

=k, +k,f
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Przyktad - rozdziat strat metgazestotliwosciows c.d.

Sporadzamy wykresP., / f w funkcji czstotliwosci f I nastpnie
aproksymujemy go liai prosh metod najmniejszych kwadrataw
Odczytujemy wspotczynnik{,=b, k,=a.

f . ax ¥V
=2

Obliczamy straty: P =kf P, =k flf
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Excel - rozdziat strat metadzestotliwosciow

|A|B| € D E F G H | J K L | M N | O P | Q R S
1 Tab.5. Rozdzial strat metoda zmiennej czgstotliwosci
2 | Nastawy Ustawienia watomierza Odczyty _—._ Obliczenia —~__—
3 | lp(ff Bmax |U2ér(1-1) Im | Um |cosgm| kw | aw | Pm | Jisk | Pre )(PFeff) k1 k2 | Ph )( Pw }
4 | Hz /| T v | Al v ] - |wd| & w]| A ~ v | wiz waz S N
51 1] po 12,78 14,0 1,40 _—~1T.379| 0,0689 1,1p73| 02704
6 2] Bo 19,16 240240 2332 0,0784| [« ) [ ©)1,6009]q6084
7| [3]Js0 | , | 2555 10| 7500 04 /m./aﬁ) 3,40 3,31%| 0,0829 2| 8 2,9545| {0816
8 | 4] 50 31,94 — 46,0 4,60 4,46\ 00893 | o S |2,4182] 1,6900
9 | 5]] 60 38,33 " 60,5 6,05 5,858\ 0,0976| \ © ©/13,$818| 2,4336
10 |[6] 70 24,72 75,0 7.50 7,238/\0,1034 Ly [3p454[ p3124
11
13 ; ; ; :
14 [ Rozdziat strat metoda zmiennej czestotliwosci ISRIRZOW, WitopIRdOWR T Cakowiig
15 | s 1 | | | | |
16 | 8,000 74 2 -
= o ,/ 0,0007x +\0568x 0,0051 HFe /
_ / . .
18 | / \
19 _ y £,000 Ph
20 | / 5,000 7
21 » P ~ . / s \ " y|= 0,056363x
[ I y ™ a0 !
22 '
. y QOOOS?S +0,056363
23 | — ~ s A /
24 I 2,000 )/ PW B —
25 | \ - | | |
26 - 1,000 / y = O,OOOG?BXQ'DDDDDD_
27 | P 0,000 I ! ! ! !
28 1] o @ 1] g u_ Eil &0 0 & o 10 0 30 40 50 60 0 &0
| Mz fiHzf
29 |
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Pomiary pérednie — rGwnanie pomiaru

Pomiar posredni | polega na obliczeniu wada wielkosci

mierzone] y na podstawie wyznaczonych w pomiarach

bezpdrednich wartéci wielkosci X, X5 ... X; ... X, :

y=f (xl,xz,...xi xn)

Rownanie powysze nazywamnyownaniem pomiaru, a funkcg
f  nazywamyfunkcja pomiarowa. Roéwnanie pomiaru jest
matematycznynmodelempomiaru.
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Pomiary perednie — model pomiaru

Wiclkosci Wiclkos¢
micrzone mierzona
bezposrednio posrednio
\\ Model pomiaru
X, q
\'x
< >
\(i ) y=Ax, %, ..., X, ..., X,) ) >
: >
\( )
xn
>

Problem: jak bkedy wielkosci x; mierzonych bezpwednio
przenosz sic na wielka@¢ y mierzory pasrednio ?
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Pomiary perednie —b¢dy

Wielkosci Wielko$¢
micrzone micrzona
bezposrednio posrednio
Model pomiaru
\\' x, £ Ax, > P
v x, £ Ax, q
(..) B yEAy
\xt_iAxi y .f(xln x23 (AR | xin teen xn)
»
(.)
x, £ Ax,
P>
Bledy wielkosci T Blad wiclkosci
wejsciowych wyjsciowe]

Whiosek: nalezy bledy Ax; wielkosci mierzonych bezpwmednio
przeliczy¢ na bhd Ay wielkosci mierzonej pérednio.
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Btedy w pomiarach pa@ednich

Przykiad dla funkcji jednej zmiennej

W praktyce bgdy w pomiarach paednich wyznaczamy metgd
wykorzystupca pojecierozniczki zupeinej funkciji.
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Btedy w pomiarach pawednich — podstawy matematyczne

Rozniczka zupetm |funkcji wielu zmiennychy=f (X;, X, ... X ... X.)

nazywamysume postaci
Ay :iAx1 +iAx2 +...+iAxi +...+£Axn
0X, 0X, 0)¢ OX.
Interpretacja geometrycznadla funkcji jednej zmienngj=f (x):

df
Ay = — AX :
Yy Ix , przy czym
— =tga
X

gdzie lgt a jest nachyleniem stycznej do funkggf (X)
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Podstawy matematyczne =zniczka zupetna

Eligiusz Pawtowski Zjazd 4, wyktad 7, 8
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Btedy w pomiarach pa@wednich — dwa przypadki

Wyznaczanie bedow systematycznyclhw pomiarach p&rednich
ma miejsce w sytuacji, gdy znamyethy systematyczne wielkoi
X, X5 ... X% ... X, Zzmierzonych bezpoednio i chcemy wyznac#zybiad
systematyczny wielkkei mierzone] pérednio, np. w celu
wyznaczenia poprawki.

Wyznaczanie bkddéw granicznych w pomiarach pgrednich ma
miejsce w sytuacji, gdy znamyeoly graniczne wielk€ci x,, X, ... %

... X, zmierzonych bezpoednio (np. z klasy miernikow) i chcemy
wyznaczy btad graniczny wielkéci mierzonej pérednio.
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Btedy systematyczne w pomiarachspednich

Btad systematycznyw pomiarach pérednich liczymy metogl

rozniczki zupetnej na podstawiecoiow systematycznych wielkol
zmierzonych bezpoednio,z uwzglkdnieniem znakow pochodnej
| znakow btedow:

2 Of
Asyzza_Ain gdzie:
iz 0%

Asy jest bkdem systematycznym w pomiarzespinim,

of

ax S Pochodnymi cgstkowymi funkeji pomiarowe;,

A X sa bledami systematycznymi w pomiarach begpdnich.
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Btedy graniczne w pomiarach frednich

Btad graniczny\w pomiarach pérednich liczymy metog rozniczki

zupelne] na podstawie datdw granicznych wielkai zmierzonych
bezpdrednio, bez uwzgekdniania znakéw (sumupc moduty —
przewidujemy najbardziej niekorzystny przypadek):

of
?Agrxi gdZie:

Agry=; .

Ay Y jest bedem granicznym w pomiarze @gednim,

of
ax S Pochodnymi cgstkowymi funkeji pomiarowe;,

A, % s bledami granicznymi w pomiarach bezZpednich.
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Btedy graniczne w pomiarach frednich - przyktad

Obliczmy bhd graniczny w pomiarze prednim energii
elektryczneA wydzielonej na rezystandit w czasidt.

Rownanie pomiaru ma posta

A= | ZR’[ Znaki mnozenia ztedne, tylko
QIIa .zwic;kszenia' czytelndci
POChOdne %tkowe: liczenia pochodnej
A A
a—A:ZI [Rt a—:1[I12t a—:1 ‘R
ol oR ot

Btad graniczny pomiaru energh :

Ay A=|2IRIA |

+1%tA, R+[17RA t
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Btedy graniczne wzgdne w pomiarach goednich — przyktad

Zazwyczaj ostatecznie liczymy gol graniczny wzgldny. Przy

pomiarze pérednim energii elektryczne]A wydzielone] na
rezystancjR bedzie miat on ma posta

AA ALA
J A=—%_=_¢
g 2

A I°Rt

Po przeksztatceniach otrzymamy:

a_grA:|2Ang A
R
Czyli 0, A=|20,1|+|0,R+|5,t
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Btedy graniczne wzgldne w pomiarach goednich — ogolnie

Uogdlniajac, mazna wykazd, ze j&li rownanie pomiaru jest w
postaci [loczynu poteg wielkosci mierzonych| (bardzo czsty
przypadek) :

— a a a a
y =K X% X592 x3%3 ... XN

to

btad graniczny pomiaru pasredniego mana policzy¢ jako:

Oy Y = [au0y % +[8,0, | +[a:0, | +.-. |2, 0y X,

Uwaga: wyktadniki potg a,, a,, ...a, mogg by¢ dowolne: dodatnie,
ujemne, catkowite, utamkowe ...
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Przykitad c.d. — pomiar enerdiiinaczej

Przy pomiarze pwednim energii elektrycznef wydzielonej na
rezystancjR w czasidg rOwnanie pomiaru ma posta

A=10°R't

A wiec/mozemy od razu zapisé wzor koncowy na wzgedny bhd
pomiaru péredniego:

0, A= 208,

+105, R + /108, t

czyli: 5grA = ‘ngrl

+‘JgrR‘ +‘59rt
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Btedy graniczne w pomiarach gednich - inaczej

Sumupc moduly bkdow, bez uwzgldniania znakow,
przewidujemy najbardziej niekorzystny przypadektizgmujemy
zawyzone wartgci. Bardzie] realne wyniki otrzymujemy stosaj

sumowanie geometryczn)épierwiastek z sumy kwadratow):
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Wyznaczanie niepewlol w pomiarach pgrednich

Przy pomiarze pagrednim wielkoscl y wyznaczane] na podstawie
wartasci wielkoscl X;, X, ... Xi ... X, otrzymanych w pomiarach
bezpdrednich, wedtug rownania pomiaru:

y=f (xl,xz,...>q ...xn)

obliczamy niepewn@ pomiaru modyfikuyc wyznaczanie
niepewndci tacznej (catkowiteju w kroku trzecim.
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Wyznaczanie niepewrdoi w 5 krokach - przypomnienie

Procedura wyznaczania niepewoizawiera s w 5 krokach:
1. wyznaczanie niepewsa u, metod typu A,
2. wyznaczanie niepewsa U, metod, typu B,

3. wyznaczanie niepewrsei ztozonej (tacznej) u, ,

4. wyznaczanie niepewsd rozszerzondy ,
5. zaokaglanie wynikow obliczé i podawanie wyniku kficowego.
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Krok 3 - wyznaczanie niepewsad ztozoneju,

W kroku trzecim |wyznaczana jest niepewsto ztozona (hczna,
catkowita)u, wedtug metody ,pierwiastek z sumy kwadratow” :

l

SO

jesli wielkosci x; nie g ze soly skorelowane ¢gsod siebie niezaime).

Jasli wielkoscl x; s3 ze sol skorelowane to naly w sumowaniu
uwzglkdni¢ odpowiednigkowariancje.
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Krok 3 — uwzgédnienie kowariancji

Jesli wielkoscl x; s3 ze soly skorelowane to naly w sumowaniu
uwzgkdni¢ odpowiedniekowariancje u(x; x;):

Uc:\/itﬂlzuz(&)ﬂnf > P9 i)

=1 \ 0% i=1 j=i+1axi an

Kowariancg u(x; x;) liczymy wedtug wzoru:

U(Xixj): - Zn:(xik_X)(Xjk_Xj)
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Podsumowanie

1.Statystyczna obrobka serii wynikow uihievia eliminacg btedow grubych

2.Aproksymacja danych eksperymentalnych metodchgnicte] nici nie jest
jednoznaczna

3.Jednoznacznaproksymagj zapewnia metoda najmniejszych kwadratow

4.Najczscie] stosujemy metad najmniejszych kwadratow do aproksymac;i
linig prost

5.Metod najmniejszych kwadratow wykorzystuje program Exceb d
wyznaczania linii trendu

6.Bledy i niepewnéci w pomiarach pgrednich wyznacza simetod rozniczki
zupetnej na podstawie réwnania pomiaru
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