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Prezentacja dla studentow studiéw doktoranckich
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Politechnika Lubelska
Wydziat Elektrotechniki i Informatyki



Prawo autorskie

Niniejsze materiaty podlegapchronie zgodnie Wstawa o prawie autorskim |
prawach pokrewnych(Dz.U. 1994 nr 24 poz. 83 z fadiejszymi zmianami).

Materiat te udospniamdo celow dydaktycznychjako materiaty pomocnicze
dla studentow studiow doktoranckich prowadzonych naydxpale
Elektrotechniki i Informatyki Politechniki Lubelsi. Mog z nich réwnie
korzyst& inne osoby zainteresowane metrojogbo tego celu materiaty te
moznabez ogranicz@ przegladaé, drukowaé | kopiowaé wytacznie w cat@ci.

Wykorzystywanie tych materiatdw bez zgody autoranmyisposob i do innych
celow nk te, do ktorych zostaty udeginione jest zabronione

W szczegolngéci niedopuszczalne jestusuwanie nazwiska autora, edytowanie
tresci, kopiowanie fragmentow i wykorzystywanie w cabplub w czsci do
wtasnych publikacji.

Eligiusz Pawtowski
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Tematyka wyktadu

Przypomnienie o pomiarach: co, jak i dlaczego miesany ?
Obiekt pomiaru, wielkos¢, wartos¢, wynik pomiaru

Btad pomiaru, klasa przyrzadu pomiarowego, bid graniczny
Btedy przypadkowe, rozklady prawdopodobiastwa bledow
Niepewnaci pomiarow w pomiarach bezpdrednich

Zaokr aglanie i zapisywanie niepewnsti i wynikOw pomiarow

Niepewndaci pomiarow w pomiarach parednich
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0gollne oraz terminy z nimi zwzane, Przewodnik PKINSO/IEC
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1999
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Literatura c.d.

/.Guidelines for Evaluating and Expressing the
Uncertainty of NIST Measurement Technical Note 1297,
NIST, 1994 Edition )

8.1SO 3534-1:1993 Statistics - Vocabulary and symbdPart
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9.Kusmiderska B., Meldizon J., Podstawy rachunkedow w
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drinz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiarow 5



Kodeks Hammurabiego, krola Babilonu (1792-1750¢),w zbiorach Luwru

Prawie 4 tys.
at temu !
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Kodeks Hammurabiego, XVIII wiek p.n.e.

8P. Jgli kupiec zbae lub srebro na pyczke
oprocentowamdat | kiedy na payczke je oddawat,

srebro wedtug odwaika matego lub zbie wedtug

miary maitej |dat, gdy podczas odbierania srebro wedtug
odwaznika dwego, zbae wedtugmiary duzejjodebrat,
kupiec tenwszystko co przypt utraci.

8108. Jé&li oberzystka jako zaptatza piwo zbaa nie
przyjeta, lecz wedtugpdwaznika zbyt duzegasrebro
przyjeta, bpdz rownowartd¢ piwa wzgkdem wart@gci
srebra obmiyta | oberystce tej udowodni sito, do wody
wrzuci sie ja (w znaczeniu: utopi 8ijg).
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Biblia, ok. XIIl wiek p.n.e.

Ksiega Kaptaska,
Rozdziat 19,
Swietosé zycia codziennego

Ponad 3 tys®
lat temu !!!

Sprawiedliwgd¢ spoteczna:
35 Nie bedziecie popetnianiesprawiedliwéci w
wyrokach,w miarach, w wagach, w obgtosci.

36 Bedziecie mi¢ wagi sprawiedliwepdwazniki
sprawiedliwe, sprawiedliwefe, sprawiedliwy hin.

Efa = 6 hin = 0,03888M hebrajskie miary objosci
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Staraytne Wzorce Miar

Grecki wzorzec masy wykonany z
brazu, ok. 5 wiek p.n.e.

Bronze weight inscribedIOX ("of Zeus") from Olympia, 5th c. BCE
Museum of the History of the Olympic Games in Anitg, Olympia, Greece
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zrekonstruo ane w 2005r
z inicjatywy i na podstame projektu Akademii Rzygaczy
przez pracownie Leonarda Dajkowskiego.

“Na sztabach odpowuadajacych XIX-wiecznym miarom:
 stopie (31,4cm), tokciowi (66,7cm) i potowie pretai188 3cm)
oznaczono rowniez dtugos$ci miar gdanskich.
uzywanych przed 1816r.:
stope (28,7cm), tokieé (57,4cm) i sazen (172, icm).

Wsparcia udzielity nastepujace osoby i instytucje:
Pawet Adamowicz Prezydent Miasta Gdanska
Muzeum Historyczne Miasta Gdanska
Okregowy Urzad Miar w Gdansku
Andrzej Januszaijtis




Kieleckie Wzorce Miar
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Katedra w Kielcach
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Dlugosé: 4,32 m. Dzieli s§ na mniejsze jednostki: stopy, tokci
| Kroki.

Pret chetmiski - sredniowieczny wzorzec miary. Umiejscowiony za zabfiejscianie Ratusza.




Metrologia — nauka o pomiarach

LIETPOV|(metron)— miara

AOYOO

(logos)— stowo, wyktad, nauka

Metrologia jest to gadz wiedzy 1 dziatalnéci cztowieka
obejmupca wszystko, co jest zwrane z pomiarami.
Metrologia jest nauko mierzeniu.
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Po co nam ta cata metrologia ?
Metrologia — dlaczego mierzymy ?

,Policz to, co mana policzy,
zmierz to, Co mana zmierzy,
a to co jest niemierzalne,
uczyh mierzalnym?”.

Whnioski:
- liczenie jest bardzo blisko zgaane z pomiarami
- nie wszystko mgna zmierzy (przy danym stanie nauki)

- to co jest niemierzalne moa uczyné mierzalnym
Galileo Galilei (Galileusz) Pytania:

1564-1642

- CO m@na zmierzyg, a czego nie mma zmierzy?
- w jaki sposob uczydimierzalnym to, co jest niemierzalne?
- czy wszystko mgna uczyné mierzalnym?
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Do czego to gimaie przydé ?
Metrologia — dlaczego mierzymy ?

,Czesto powiadam,

ze kiedy maesz zmierzy to, o0 czym mowisz
| Kiedy mazesz wyrazi to liczbami,

to juz wiesz cokolwiek o tym,

ale jezeli nie ma@esz zmierzy tego,

jezeli nie maesz tego wyratiliczbami,

William Thomson, to twoja wiedza jest uboga I niewystarcza ...".

Lord Kelvin
1824-1907

Whioski:

- mierzenie polega na wyianiu liczbami rzeczywistei

- opis za pomagliczb jest podstawwiedzy

- bez opisu liczbowego wiedza jest uboga

Pytania:

- w jaki sposéb przypisywdiczby rzeczywisty obiektom?
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Proces poznawania otaczag| nas rzeczywistol

Spostrzeganie —nhajbardziej elementarny akt poznawan

rzeczywistdci, w duzej mierze spostrzeganie je‘gp
przypadkowe, ale pozwala wygaé wnioski i uogolnig. <

spostrzeganle zaplanowane, prowadzone celowo
uzyskania odpowiedzi na postawione z gory pytemiea
oddziatywania na obiekt obserwacii.

Eksperyment | — zabieg realizowany w celu
dokonania obserwacji, ktoryatlz to wywotuje,
badz to wptywa na obserwowane zjawisko.
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Eksperyment — wzajemne oddziatywanie

Eksperyment jest najbardziej zaawansowanym sposobem
poznawania rzeczywisioi, w eksperymencie cztowiek
oddziatuje wzajemniez otaczajca go rzeczywistécia.
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Eksperyment — uzyskiwanie informacji

Eksperyment jest to celowe dziatanie prowagtz do uzyskania
Informacji o obiektach i zjawiskach.

Informacja ta maze mie charakter:

- Jakosciowy| (odpowiada na pytania typu: jakiesgest ? )

Np.: dwe, mate, okigte, kwadratowe, zielone, czerwone,
brzydkie, tadne, stodkie, kwae, ciekawe, nudne ...

- llosciowy| (odpowiada na pytanie: ile czégest ?)

Np.: 2 kilogramy, 3 metry, 10 omoéow, @40, 1 mol
(6,02214179 - 143) czasteczek tlenu, 12 jabtek ...
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Pomiar — definicje pomocnicze

Cecha —pojecie pierwotne, nie definiowane (wEwWO0s¢, Cas CO
opisuje pewne witasioi obiektu).

Obiekt pomiaru — zbior cech rozranialnych jak@ciowo.
Wielkosé (fizyczna, mierzona)- cecha (wiaciwos¢) obiektu
(zjawiska, ciata lub substancji) ktdmazna wyrani¢ jakasciowo

| wyznaczy ilosciowo za pomog liczby | odniesienia.

Wartos¢ (wielkosci) — ilosciowe wyraenie wielk@dci poprzez
podanie liczby i jednostki miary.
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Wielkosé (fizyczna) 1 jej wartéc

Uwaga! Nie wolno mylt poje¢ Wielkosé | Warto §¢

Wielkosé (fizyczna, mierzona) cecha obiektu (ciata, substancji,
zjawiska) ktog mazna wyranic jakosciowo i okreli¢ ilosciowo.

Wartosé |(wielkosci) — illosciowe wyraenie wielk@ci poprzez

podanie liczby i jednostki miary.

drinz. Eligiusz Pawlowski Rachunek niepewrsoi pomiaréw 21
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Pomiar — definicje

Ajdukiewicz K., Logika pragmatyczna:

Pomiar witasciwy danej wielk@ci jest tozabieg poznawczy
ktorego wynikiem jest znalezienmiary liczbowej te] wielkosci
w obranych jednostkach mierniczych.
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Pomiar - definicje

Finkelstein L., Podicznik Metrologii:

Pomiar jest procesem empirycznym (daswiadczalnym)
obiektywnego przyporzadkowania liczb wiasciwosciom
obiektow | zdarzé swiata realnego w sposob uptiaviajacy jego
opisanie.
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Pomiar - definicje

Chwaleba A., Metrologia elektryczna:

Pomiar jest to proces poznawczy ktory umaliwia
odwzorowanie wigciwosci fizycznych obiektow w dziedzinie

liczb.

Z punktu widzenia operacyjnegmmiar jest to cag czynndci,
ktore wykonuje si w celu wyznaczeniavartosci wielkosci

fizyczne) danego obiektu.
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Pomiar - definicje

PKN-ISO/IEC, Medzynarodowy stownik metrologii:

Wocze&niej (1996r.):

Pomiar jest to zbior operacji majcy na celu wyznaczenie
wartascl wielkoscl.

Obecnie (2010r.):

Pomiar jest to procesloswiadczalnegowyznaczenia jednej lub
wiece] wartosci wielkosci, ktore w zasadny sposob mofgy¢
przyporzadkowane wielkéci.
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Pomiar - definicje

Piotrowski J, Podstawy miernictwa:

Pomiarem nazywamy czynnii, po ktorych wykonaniu m@my
stwierdze, ze w chwili pomiaru dokonanego w okittenych
warunkach, przy zastosowaniu oldlenych srodkéw i wykonaniu
odpowiednichczynnasé wielkos¢ mierzonax miata wartgc

asx<b

Stwierdzenieze wielkas¢ x jest nie mniejsza nia i rownoczénie
nie wicksza nr b, nazywamy wynikiem pomiaru

Whioski:

-wynik pomiaru jest niedokfadny,

-wynik pomiaru jest przedziatem, a nie pojedynliezbs ,

-wynik pomiaru zalgy od chwili jego wykonania, warunkéw otoczeniazytych srodkow,
wykonanych czynngei, przy powtarzaniu pomiarow uzyskujemyné wyniki.
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Pomiar - podsumowanie

1.Nie majednoznacznej definicji pomiaru.

2.Pomiar jest eksperymentem zawsze wymaga wykonania

pewnych czynngci.

3.Po przeprowadzeniu pomiaru otrzymujemyagakczbe, ktora

opisujeilosciowo stan jakiej cechy obiektu.
4. Wynik pomiaru zawiera zawshezbe i jednostke miary.
5.Wynik pomiaru jeshiedoktadny | niepowtarzalny.

6.Z wynikiem pomiaru zwazana jest wic pewna jegmiepewna.

drinz. Eligiusz Pawlowski Rachunek niepewrsoi pomiaréw 27



Wynik pomiaru

Przykitad:

Whnioski

Wynik pomiaru

C
[

Liczba | *

jednostka miary

23(

- Wynik pomiaru odpowiada na pytanide czega jest ?

- Do wykonania pomiaru nieztdna jesjednostka miary

dr inz. Eligiusz Pawtowski

Rachunek niepewrsoi pomiarow




Wynik pomiaru - definicja

PKN-ISO/IEC, Medzynarodowy stownik metrologii
Wczeniej (1996r.):

Warto$¢ przypisanawielkosci mierzonej, uzyskana dragpomiaru.

Obecnie (2010r.):

Zbior warto sci wielkosci przyporadkowanymenzurandowiwraz z
kazda dostpna informach mogica mie¢ znaczenie.

Whniosek

- Rozszerzono pegie wyniku pomiaru nabior wartasci wielkosci,
- Rozszerzono peogie wielkasci mierzonej nanenzurand.
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Menzurand - definicja

PKN-ISO/IEC, Medzynarodowy stownik metrologii

Wocze&niej (1996r.):

Wielkos¢ okreslona, stanowgca przedmiot pomiaru.

Obecnie (2010r.):

Wielkos¢, ktdra ma by zmierzona.

Uwaga.

W jezyku polskim w stowniku PKN (2010r.) wprowadzono nbam
menzurand od facnskiego stowameisurandum (oznaczajce ,to, co ma
nasypic”), podobnie jakoprerandurroperand kwantumkwant, postulantum
postulat. Wczénie] w jezyku polskim stosowano zapmezurand (np. w
stowniku z 1996r.) Wezyku angielskim stosuje¢szapismeasurand.
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Pomiar - podsumowanie

OBIEKT B
POMIARU WIELKOSE MIERZONA -

CECHA ROZROZNIALNA
JAKOSCIOWO | WYRAZANA
ILOSCIOWO

POMIAR q WYNIK
POMIARU

WARTOSC WIELKOSC MIERZONEJ
ZBIOR CECH {C1, C2, .., CK, ..., Cn} WYRAZONA ILOCZYNEM
ROZROZNIALNYCH JAKOSCIOWO LICZBY | JEDNOSTKI MIARY

dr inz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiaréw
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O doktadnaci i bledach pomiarow — mosvpotoczmn

Wykonujc pomiary chcielibymy uzyska ich wysolg doktadnos¢.
Jednak, zawsze wakd zmierzona| rozni sic od wartgci

prawdziwej, gdyz wyskpuja | btedy | pomiaru, a wgc wyniki

pomiaréw charakteryzuje pewngedokiadnosé.|Po za tym, wyniki
kolejnych pomiarow tej samej wielka roznia sic micdzy sol, a
wiec rowniez wyskpuje jaka |niepewnaé |wyniku. Wazne jest
rowniez, aby przyrad pomiarowy charakteryzowat@recyzja,
wysokaczutos¢|| dobrérozdzielczaﬁé.

Wszystkie te pa@jcia 3 stosowane w mowie potocznej, alesip
nie § jednoznacznie rozvmiane, a nawet bywajmylone lub
stosowanezamiennie W metrologii z& 3 one jednoznacznie
zdefiniowane.
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Doktadna¢, niedoktadnéc, biad, niepewnéc ...

Ogolnie rzecz bigc, wyniki pomiaréw | przyrzdy pomiarowe
mozemy opisywa za pomog pojec:

-{Jakosciowych|(doktadnd¢, niedokladnéc, precyzja) |

-lllosciowych|(btad, niepewnég).

Pok¢ jakasciowych|(nie mazna wyrazié liczbowo,| mazna wic
tylko ocent, ze jeden przyrad jest dokiladniejszy od drugiego, ale
nie mana dokladnéci pod& w postaci liczby.

Pojcia iloéciowe{ mozna wyrazi¢ liczbowo,| mazna wec obliczy,
ze niepewng& jednego pomiaru wynosi np.: 2mV, a drugiego 5mV,
a wiec pomiar pierwszy jest doktadniejszy od drugiego.
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Wartas¢ wielkosci — dodatkowe definicje

Warto s¢ wielkosci zmierzona

Warto §¢ wielkosci prawdziwa

Warto s¢ wielkosci umowna

Podstawowezrodio:

Miedzynarodowy stownik metrologii. Pgjia podstawowe i ogolne oraz termit
z nimi zwigzane, Przewodnik PKN-ISO/IEC Guide 99, PKN, Warsza@&0.
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Wartosé wielkoscl zmierzona

Wartosé¢ wielkosci zmierzona|(wartes¢ zmierzona) — wartosé
wielkosci wyrazajaca wynik pomiaru, warkt uzyskana z pomiaru.

Uwagi

-Wartos¢ zmierzona wraz zdodatkowymi uzupetniagcymi informacjami dotycgzcymi np.: beddw,
niepewndci, warunkdw wykonania pomiaru stanawaczniewynik pomiaru.

-Pojeciawynik pomiaru i warto$¢ zmierzonaw zasadzienie 3 sobie tazsame

-Wartasci zmierzone tej samej wielkoi uzyskane w kolejnych pomiarach zazwyczaj njetakie
same, ze wzgtu na wystpujace btedy przypadkowe, ktorych skutkiem jestiepewndé pomiaru.

-Powtarzajc wielokrotnie pomiar otrzymamy pewiezrbidr wartosci zmierzonych, rozrzuconych
wokot wartosci sredniej, ktora zazwyczaj jest najaizawartosci prawdziwej.

Przyjete oznaczenie na wart&¢ zmierzom N 7 DEEHE symboll_ZUJe
rozrzut warteci w

X pewnym przedziale
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Wartas¢ wielkosci prawdziwa

Warto $¢ wielkosci prawdziwa (wartas¢ prawdziwa, rzeczywista)
—wartas¢ wielkosci logicznie zgodna z definigielkosci.

Uwagi
-Wartcs¢ prawdziwg uzyskalibygmy jakowynik bezbtednego pomiaru
-Wartasci prawdziwe g ze swej naturyieznane !!!
-Wartcé¢ prawdziwa jest pepiem idealnym, hipotetycznym, niektorzy autorzy g zdania, ze
nieistniejagcym lub mapcymwiele wartosci.
-Pojecie wartdci prawdziwej jesprzydatne w analiziebtedow i niepewnaci pomiarowych.

— ,Kropka” symbolizuje

Przyjete oznaczenie na wart& prawdziwa °* & i okiad
jedrg doktadny
X konkretry wartasé
(punkt na osi liczbowe;j)
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Wartasé wielkosci umowna

Wartosé¢ wielkosci umowna| (wartes¢ umowna, poprawna,
umownie prawdziwa)— wartas¢ wielkosci przypisana drog

umowy w okrélonym celu.

Uwagi

-Wartaé¢ umowna (poprawna) jest to taka watiaeblizona do wartasci prawdziwej, ze r&nica
pomicdzy nimi jest pomijalnie mata w danym zastosowaniu.

-Wartas¢ umowna (poprawna) me by uzyskana poprzez pomiar wykonany z niepeigiaona tyle
mal, ze maze by w danym zastosowaniu akceptowana jako pomijalna.

-Wartas¢ umowna (poprawna) me by wykorzystana do praktycznego wyznaczanigdowy,
zastpujac w obliczeniach wartd prawdzivg.

-Przykfad: warté¢ umowna normalnego préyieszenia swobodnego spadks9,80665 ms.

Przyjete 0znaczenie na wart& umowna —~ < — ,Falka” Syg]lbmizuée
wartas¢ zblizona do
X prawdziwe]
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Wartas¢ wielkosci — interpretacja geometryczna

Wartos¢ prawdziwa

Wartosci zmierzone
(mieszcace s¢ w pewnym
przedziale wokét warkei
prawdziwej)

X

>

b

\

Wartos¢ umowna

(w praktyce warté¢ nieznana) (bliska wartéci prawdziwej)

dr inz. Eligiusz Pawtowski
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Dokladna¢

Doktadnos¢ (ang. accuracy['aekjures]) — 1. zbieznos¢ zachodzca

pomidzy wartdcia wielkosci zmierzon, a wartdcia wielkosci
prawdziwg (Stownik 2010) 2. witasciwos¢ przyrzadu pomiarowego
dawania odpowiedzi bliskich was@ prawdziwej (Stownik 1996),
3.wiasciwos¢ charakteryzujca zdolne¢ narzdzia pomiarowego do
wskazywania wartei wielkosci bliskich rzeczywiste] wartwmi
wielkosci mierzonej (PN71/N-02050).

Uwagi

-Doktadna¢ jest pogciemjakosciowymi nie jest wyraana liczbowo.

-Pojcia doktadnéci nie naley myli¢ z pogciemprecyzji.

-Z pojeciem doktadnét zwigzane g pojecia: klasa doktadnasci i wskaznik klasy doktadndci, ktére
beda omowione paniej i ktorych znaczenie jest inne od goa doktadnéc.

-Pojecie dokladnas¢ (accuracy jest naduzywane przez producentéw przygddw pomiarowych ze
wzgledow marketingowych, zamiast gojbtad graniczny i niepewrigé pomiarow.
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Doktadna¢ (ang.accuracy ) niewtasciwe uzycie !!!

34405A Multimeter

5.5 Digit Dual Display, Benchtop DMM
More Capabilities at a Value Price

DC Specifications!']

Table 24 (% of reading + % of range)

. T

w}:E Agilent m

-
||

l_

ML E
J U L e

Agilent Technologies

To jestbtad graniczny !!! Temperature
Coefficient
Test Current or 1 Year 0°C-18°C
Function Range [2] Burden Voltage  Input Impedance [13] 23°C+5°C 28°C-565°C
DC Voltage 100.000mV - 10MQ £2% 0.025+0.008 0.0015+0.0005
1.00000V - 10MQ £2% 0.025+0.006 0.0010+0.0005
10.0000V - 10.1MQ 2% 0.025+0.005 0.0020+0.0005
100.00V - 10.1MQ 2% 0.025+0.005 0.0020+0.0005
1000.0V - 10MQ £2% 0.025+0.005 0.0015+0.0005
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Niedoktadnd¢

Niedoktadnos¢ |— przeciwieastwo doktadnéci, pojcie jakosciowe

wyrazajace fakt wysgpowania ranicy pomedzy wynikiem pomiaru
a wartgcia prawdzivg.

W metrologii zaleca sinie stosow& pojecianiedo

Z tego wzgtdu pogcia niedoktadn& nie definiuje sk.
Niedoktadnd¢ wyraza sk ilosciowo za pomog pojec:
- btad pomiaru lub
- niepewna¢ pomiaru.
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Precyzja

Precyzja| —zbieznos¢ zachodzca pomedzy wartdciami wielkasci

zmierzonymi otrzymanymi przy powtarzaniu pomiarova tym
samym lub podobnych obiektach w otomych warunkach.

Jasli  warunki

powtarzalnosci

pomiaru nie ulegamp zmianie to moéwimy o
pomiarow.

J&li warunki ulegaja zmianie, to méwimy o|odtwarzalnosci

pomiarow.

Uwagi

-Precyzja (podobnie jak doktadit) jest pogciemjakosciowymi nie jest wyraana liczbowo.
-Pojciaprecyzji nie naley myli¢ z pogciemdoktadnosci.
-Pojcia doktadnéc¢ i precyzja czsto g ilustrowane za pomaovynikdw strzelania do tarczy.

dr inz. Eligiusz Pawtowski
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Doktadna¢ | precyzja — ilustracja strzelecka

ﬁ;.%rﬁ?@i %
£4

Wysoka Niska

dokladnos¢ Niska dokladnos¢

precyzja _

N
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Czutasé 1 rozdzielcz@é

Czutos¢ | (ang. Sensitivity — iloraz przyrostu odpowiedziAy

przyrzzadu pomiarowego (jego wskazania) przez odpowgsnyamu
przyrost sygnatu wégiowegoAx.

Ay

S= v=1(x
oY (X)

Rozdzielczd¢ [(ang. resolutioh — najmniejsza ranica wskazania

urzadzenia wskazuagpego, ktora mze by zauwaona w wyrany
sposoOb. Dla przyedow cyfrowych jest to rinica wskaza

odpowiadajca zmianie gednostke najmniej znaczcej cyfry.
Dla przyrzadow analogowych
przyjmuje sie rozdzielcza¢ 1/5 dziaiki.
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Rozdzielczéc¢ przyrzadu analogowego
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Rozdzielczé¢ (ang. resolutioh przyrzadu cyfrowego

Rozdzielczé¢ dla przyradéw cyfrowych jest %% Agilent Technologies
to raznica wskazA odpowiadajca zmianie o 34405[\ Multimeter
jednostk najmniej znaczcej cyfry, tutaj Vv
na zakresie 100mV. Tak podana fozdzieiézo - Digit Dual Display, Benchtop DM
jestinna dla kazdego zakresu ! More Capabilities at a Value Price

-.]@- Agilent w, e Mdiiactis

[ 1L |L
LU UL e
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Rozdzielczé¢ przyradu cyfrowego drugi sposob

Producent podaje rozdzielé@aego multimetru Agilent Technologies
jako , | pie¢ 1 pot cyfry, ”. Oznacza to,ze o _
wyséwietlacz pokazuje 5 ,pelny " (m 34405A Multimeter
by¢ on rowne od 0 do 9), ale na pierwsz®p Digit Dual Display, Benchtop DMM
pozycji mae by tylko |0 lub 1, to jest tylko ore Capabilities at a Value Price
tzw. ,|pot cyfry|”. Tak\podana rozdzielcz§
jesttaka sama na wszystkich zakresach !

-.j;;- Agilent w, Rk Mdiaitit

LU0 0w

A8

Zero na plerwszej pozijI Jest nieznace i w
tym XE%%%EE;1??5,%::%?%??%%%%%?égii S—
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Rozdzielczé¢ przyradu cyfrowego — trzeci sposob
P — "B
BM 857, BM859CF|BRYMEN|

BRIGHT PEOPLE'S CHOICE

Producent podaje rozdzielézaego multimetru jako:

.| cztery | cztery pite cyfry . Oznacza toze wyswietlacz
pokazuje 4 ,petne cyfry” (magbyé on rowne od 0 do 9),
ale na pierwszej pozycji me by tylko 0, 1, 2, 3, lub 4, to
jest tylko tzw. ,|cztery piate cyfry |”. Tak podana
rozdzielczd¢ jesttaka sama na wszystkich zakresach !

Producent tego multimetru podaje rowniezamiennie
rozdzielczg¢ na trzeci sposol0000 jednostek tzn.ze na
wyswietlaczu mae by pokazanych 50000 #aych
wskaza: od 00000 do 49999. Tak podana rozdziedéjest
taka sama na wszystkich zakresach !

Na zakresie 500,00mV rozdzielézovynosi 1(uV|.

N tym multimetrze nieznagee zera nie &
‘wygaszane. Ustawiony tutaj zakres to 500,00mV.
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DoktadnaG¢, precyzja, czulsx i| rozdzielczg¢ w praktyce

Doktadnag¢, precyzja, czulk | rozdzielczé¢ opisup rozne
wtasciwoscl  przyradu pomiarowego. Dobrze zaprojektowany
przyrzad pomiarowy powinien by doktadny, posiada wysolky
rozdzielczaié | precyzje oraz dua czutose.

W praktyce jest to trudne do osagniecia.

Stosunkowotatwo jest osagna¢ wysoka rozdzielczagé 1 duza
czutasé, a znacznid¢rudnie] dobm doktadnosé | precyzje.

Z tego wzgédu w sprzeday dostpnych jest duo przyradow
pomiarowych owysokiej rozdzielczdci | duzej czutasci, alemato
doktadnych i nieprecyzyjnych.
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Btad — ogolnie, potocznie i niemetrologicznie

Btad | (ang. error [‘ero(r)]) — rozbieznos¢ miedzy dwoma

porownywanymi obiektami, z ktorych jeden odtwarab kasgpuje
drugi, a drugi jest odniesieniem lub wzorcem dl&npszego,

iInaczej w uproszczeniu i dym skrocie:
rozbieznosé pomiedzy tym, co jest, a tym, co b§ powinno.

Uwagi

-Porownywanymi obiektami magby¢ cechy przedmiotéw i zdarze twory abstrakcyjne, procedury
postpowania itp. (np.: lad ortograficzny, kid aproksymaciji, lald logiczny).

-Je&li porownywanymi obiektami s liczby (np.: wyniki pomiarow), to Bt rowniez moze by
wyrazony odpowiedry liczba, czyli maze by wyznaczonylosciowo.

-Jezeli wystpuje nadmiar, czyli jesli czega jest za dao w stosunku do tego, co powinmo
by¢, to bhd jestdodatni i odwrotnie, j&li wystepuje niedobor to biad jestujemny.
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Btad pomiaru (bezwzgtny)

Btad pomiaru | — roznica migcdzy wartdcia wielkosci zmierzona
(czyli wynikiem pomiaru) a warteia prawdziwa wielkosci
mierzone,;.

AX=X—X

Uwagi

-Tak zdefiniowany hjd nazywamy rownie btedem bezwzgkdnym, dla odrénienia go od kidu
wzglednego.

-Btad (bezwzgédny) ma ¢ sany jednostke, co wielk@¢é mierzona.

-Jali wynik pomiaru jestza duzy wzgledem wartdci prawdziwej, to znak btu jest
dodatni., jesli jest za maty, to znak bgdu jestujemny !

-Poniewa wartas¢ prawdziwa jestnieznang w praktyce wart& btedu jest réwnie nieznana.
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Btad pomiaru wzgidny

Btad pomiaru wzgledny | — stosunek kidu pomiaru

(bezwzgtdnego) do wartei prawdziwe] wielkdci mierzonej,
zazwyczaj wyraany w procentach lub w ppm.

" AX X=X
O X = — = —
X X

Uwagi

-Tak zdefiniowany kjd wzgledny jest wielkgciag bezwymiarow, dla wygody bywa wyrzany w
procentachlub wppm (parts per million— czs$ci na jeden milion, g&¢ jednomilionowa),

np.: 1% = 16 = 10*x 10% =10 000 ppm, 1ppm = 0,0001%
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Btad (przyrzdu pomiarowego) zredukowany

Btad zredukowany |, unormowany, sprowadzony, zakresowy

(przyrzadu  pomiarowego) —  stosunek idu  pomiaru
(bezwzgédnego) przyrzgdu pomiarowego do wybrane] wadto
charakterystycznej tego przydu, najczesciej do zakresu
N N °
N\
AX X=X

5 X zak =
Xzak Xzak

Uwagi
-Tak zdefiniowana wartg charakterystyczna bywa réwniaazywanavartoscig umowna.

-Wartcécia charakterystyczn moze by goérna granica zakresu pomiarowego (zakres), obszar
pomiarowy lub inna jednoznacznie olmna wartd¢ (wiecej na ten tematcbizie méwione pgniej).

-Btad zredukowany, podobnie jak abt wzgkdny, jest wielkécia bezwymiarowa i réwniez dla
wygody bywa wyraany wprocentach % lub w ppm.
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Btedy prawdziwe i bgdy umowne

Btedy wyznaczone na podstawie wddoprawdziwejx nhazywamy

btedami prawdziwymi.| Poniewa wartags¢ prawdziwa jest

nieznana, w praktycenie jest maliwe wyznaczenie kidow
prawdziwych.

_~

Zastepujac wartces¢ prawdziwg X wartgcia umowrg X mazemy
zdefiniowa& analogicznigbtedy umowne| bezwzgedny, wzgedny
| zredukowany.

Btedy umowne praktycznie memy wyznaczy np.. podczas
sprawdzania przygdu pomiarowego za pom@c przyrzadu
wzorcowego o wyszej dokladnéci, ktorego wskazania memy
uzna za wartéci umowne (umownie prawdziwe, poprawne).
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Btedy umowne

Btad umowny bezwzgdny AX=X—X
- AX X=X
Btad umowny wzgidny O X — —
X X
) AX X=X

Btad umowny zakresowy| O X =~ =
zak X X
zak zak
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Btad graniczny

Btedy prawdziwe i bgdy umowne maj w praktyce ograniczone
zastosowanie.

Praktycznie przydatne jest natomiastep@ btedu granicznego.

Btad graniczny - jest toekstremalna wartas¢ btedu (dodatnia lub
ujemna), takaze prawdopodobiestwo je] przekroczenia przez
wartas¢ btedu ktoregokolwiek z pomiardw jest znikomo mate.

Mimo wiec, ze nie znamy warkei prawdziwe] 1 bédu
prawdziwego, to maemy zapise, ze:

I\ A o N A

X=Ay X £ X < XtA, X
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Btad graniczny, c.d.

To samo mgemy zapis&w innej postaci:

o 7\ 7\ N 7\

XUl X=Ag X, X+A, X

Najczscie] stosuje sl hajprostszy zapis w postaci:
° N N

X=X*A, X

N

tzn.ze wart@¢ prawdziwa x ley w przedzialex Ay X wokot
wartasci zmierzonejx
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Btad graniczny, interpretacja graficzna
2A, X

<

>

wartas¢ prawdziwa X ley w przedzialet Ay X wokot

wartoscli zmierzonej x , ale nie wiemy dokfadnie w
ktorym miejscu.
N\ N\
Ay X 2 |AX
__— gr ¥~ Btad prawdziwy

Btad graniczny
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Btedy graniczne

N\ N
Btad graniczny bezwzgtiny Agr X 2 ‘A X‘
N\
N\
5y = Agr X
Btad graniczny wzgldny gr N
X
N
A X
. _ Bor
Btad graniczny zakresowy| | o) X =
R gr zak
(najbardziej przydatny w praktyce) Xzak
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Mozemy wyznaczy sprawdzajc
miernik za pomog miernika

Btedy - zestawienie

wzorcowego
Btad bezwzgédny wzgledny zakresowy
\ . )
. JAN AN ° A AX N AX
prawdziwy AX = X=X oX=—" Ox =-—r
X Xzak
* - ~
A ¢ ~
umowny Sx=—x ox =X
X - Xzak
. N N AN A X = A X
—l
graniczny Age X 2 |AX| Oy X=— e gr
//v Xzak

Btad graniczny unormowany (zakresowy) Wykorzystywan/
jest do okrélaniaklasy doktadnadsci|przyrzadow pomiarowych
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Klasa doktadnéci

Klasa dokladnosci | — klasa przyradow pomiarowych, ktore

spetniay okreslone wymagania metrologiczne dotyce utrzymania
dopuszczalnych bdow w okrglonych granicach dla okil®nych
warunkow pracy.

Wskaznik klasy |(oznaczenie klasy} na ogot liczba (lub inny znak

przyjety umownie) okreélajaca klag doktadndci i wyznaczajca
graniczne wartci  bezwzgédnego Dbtedu podstawowego
wyrazonego w procentach wakm umownej. Wartécia umowry
moze by: zakres (gérna granica zakresu pomiarowegagrtosé
wskazywang diugosé tuku podziatki, obszar pomiarowy (roznica
algebraiczna poratzy wartgciami gornej i dolnej granicy zakresu
pomiarowego).
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Oznaczanie klasy miernikdw analogowych

PN-92/E-06501 Elektryczne przyidy pomiarowe ...

1 Wskaznik klasy (np.: 1 ) w przypadku, gd dopuszczalny miernika wyia
sie w % gornej granicy zakresu pomiarowegazakresu).

Najczescie] stosowane oznaczenie dla gkiszasci miernikdw analogowych.

@ Wskaznik klasy (np.: 1) w przypadku, gdyaot dopuszczalny miernika wyia
sie w % \wartosci wielkosci mierzone;.

Stosowane w przyradach, dla ktérych nie okresla sie zakresu, np.: liczniki energii elektrycznej.

Wskaznik klasy (np.: 1 ) w przypadku, gdyaot dopuszczalny miernika wyia
N\ sie w %|dtugosci tuku podziatki.

Stosowane w przyradach posiadagcych bardzo nieliniong skale, np.: omomierze.

‘ 1 ‘ Wskaznik klasy (np.: 1) w przypadku, gdyadok dopuszczalny miernika wyia
sie w % 0bszaru pomiarowego

Stosowane w przypadku, gdy zakres pomiarowy nie efmuje catej podziatki, np.:
amperomierze rozruchowe.
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Oznaczanie klasy - stosowane watto

PN-92/E-06501 Elektryczne przyidy pomiarowe ...

Dla wiekszaci przyrzadow pomiarowych wskaniki
klas powinny by wybrane z ¢jgu wartgci:
0,05;0,1;0,2;0,3;0,5;1;1,5;2;2,5;3;5.

Za wyjatkiem omomierzy, nie stosujecsbznaczania
przyrzadow pomiarowych klas gorsa niz 5.

Klasa gorsza nz 5 oznaczaze mamy do czynienia
nie z przyradem pomiarowym, ale agskaznikiem!
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Oznaczanie klasy — najgstszy przypadek

Najczesciej stosowany dla miernikdw analogowych wakit klasy (tutaj:kl = 1)

] <«— okresla dopuszczalny bl podstawowy miernika (pd graniczny dopuszczalny,
granice b¢ddéw dopuszczalnych) wytany w % goérnej granicy zakresu
pomiarowego(lub krocej: zakresu).

Dopuszczalny bad
/ podstawowy graniczny
N przyrz adu pomiarowego

Oznaczenie klasy.

(k= S m00n),

/ Znak procentéw
Warto §¢ W  0znaczeniu
odniesienia, klasy pomijamy

tutaj zakres
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Praktyczne wykorzystanie oznaczenia klasy

W praktyce, na podstawie odczytanego z pryzpomiarowego oznaczenia
klasykl obliczamy

bezwzgekdny dopuszczalny bad podstawowy miernika

(btad graniczny dopuszczalny, graniceddw dopuszczalnych), posiada an t
samy jednostke, co wielka¢ mierzona.

Oznaczenie klasy Wartos¢

odniesienia,
\ / tutaj zakres

(K0
Dopuszczalny bad / \

podstawowy graniczny
przyrz adu pomiarowego

Znak procentow
W  0znaczeniu
klasy zostat
pominiety
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Klasa — przyktad obliczeniowy - watomierz

P,k =U,n[l,,[cosp,,=200V [5A [1=1000N

40

‘ 50 60
Ly, 70

; m\%__c PRLT103 210§427/72
2,5A—170mQR -2 O,8..._1_...1,5U : ;

5A— 48mQ- 63uH . ods gl

N KI TXzak _ 0,501000V _ S
100 100
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Btad graniczny bezwzgtiny i wzgkdny

Btad graniczny bezwzgtiny dla przyradu z oznaczeniem klasy odniesionym
do zakresu jes$taty w catym zakresie pomiarowym, natomiasidograniczny
wzgledy zmienia s i malejewraz ze wzrostem wardoi mierzonej./

Y el

Zakres pomiarowy

Zakres pomiarowy

o . % % %k’ i
AR »%\ Ny 7 ki
xmax

Obszar stalej wartosci blgdu
granicznego bezwzglednego

¥ =

Obszar zmiennej wartosci
bledu granicznego wzglednego.
dazacy do klasy

Whniosek:

nalezy tak dobiera¢ zakres pomiarowy, aby wskazanie na przyrpdzie
pomiarowym bylo jak najwieksze, co zapewnia najmniejsze &dly
wzgledne wyniku pomiaru.

dr inz. Eligiusz Pawtowski

Rachunek niepewrsoi pomiarow

67



Klasa | inne oznaczenia — przyktad omomierz
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Btedy miernikdw cyfrowych

W miernikachanalogowychjeden z bdow (addytywny lub

multiplikatywny) jestznacznie wekszy od drugiegq dlatego
dla tych miernikdw klas definiuje s¢ albo wzgledemzakresu
albo wzgledemwartosci zmierzonej.

W miernikach cyfrowych| oba te bgdy (addytywny oraz

multiplikatywny) maj porownywalne wartcsci, dlatego dla
tych miernikdbw klags definiuje s¢ jako sume dwoch
sktadnikéw: jednego odniesionego do wactozmierzonej |

drugiego odniesionego aakresu

Sposob zapisu klasy dla miernikéw cyfrowych nie tabs
znormalizowany, w praktyce z0i producenci stosejwiasny
system zapisu.
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Zrédia bedow miernikow cyfrowych

Btad kwantowania jes
btedemaddytywnym.

Warto$é wielkosci Btad

Wartos¢ wielkosci S t S t :
: ygna ygna )
prawdziwa analogowy cyfrowy zmierzona \ graniczny
) A + A
X Czesc \4 Przetwornik \' Czese XA
—> ———> ——> ¢ —>
Wielkos¢ | analogowa AIC cyfrowa | wynik
mierzona pomiaru
Dominujg btedy Dominujg btedy
) multiplikatywne >|‘ addytywne _‘

W miernikach cyfrowych Rkidy multiplikatywne (czesci
analogowej) 1 hidy addytywne (czesci cyfrowe)) 9

porownywalne] wartosci.

dr inz. Eligiusz Pawtowski
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Definiowanie bédow granicznych miernikow cyfrowych

Poniewa:

w miernikach cyfrowych Rkidy multiplikatywne (czesci
analogowej) | kidy addytywne (czesci cyfrowe]) 9
porownywalnej wartosci,

dlatego:

w miernikach cyfrowych lkd graniczny definiuje si jako
sume dwoch oddzielnych sktadnikow

multiplikatywnego | addytywnego.

W praktyce stosowan@ sajczscie] dwa sposoby zapisucoiu
granicznego dla miernika cyfrowego.
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rozdzielczaé

Agilent Technologies

Oznaczanie klasy miernikdw cyfrowych — przyk’facyf
34405A Multimeter 0,001 mV =1V

5.5 Digit Dual Display, Benchtop DMM ; X Mlent 2 e
More Capabilities at a Value Price _ Lincl

| LU O . x

DC Specifications!!!

Table 24 C DC Accuracy * (% of reading + % of range)

Temperature
Coeffici

Test Current or Year 0°C-18°C
Function Range [2] Burden Voltage  Input Impedance [13] 3°C+5h°C 28°C -566°C
DC Voltage 100.000mV - 10MO +2% 0.025+0.008 0.0015+0.0005
1.00000V - 10MO +2% 0.025+0.006 0.0010+0.0005
10.0000V - 10.1IMQO £2% 0.025+0.005 0.0020+0.0005
Accuracy !l
_ - 100.00V - 10.1IMQ +2% 0.025+0.005 0.0020+0.0005
czyli bigd graniczny
1000.0V - 10MQO +2% 0.025+0.005 0.0015+0.0005

warunki odniesienia
drinz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiarow

granice nominalnego
zakresu uzytkowania
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Oznaczanie klasy miernikdw cyfrowych — pierwszy sjmos

Agilent Technologies

Pierwszy sposoh a% z odczytu (angdg — reading + b% z zakresu (ang=SR — Full Scale Range

+(a%rdg +b % FSR)
/

Przyktad: 0,025% z odczyt naggia U, + 0,008% z zakresu 100 m

+(0,025% (U, +0,008%[100mV)

Je&li odczytano nagicie U, = 100 mV na zakresie 100 mV, bbad graniczny wynosi+0,033 mV,
przy czymrozdzielczas¢ miernika na tym zakresie wynd3j001 mV, a wkc jest znacznie lepsza !!!
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Oznaczanie klasy miernikow cyfrowych — przyktad 2
USER S MANUAL BM 857 , BM859CF - BRYMEN

®

d=0,01 mV = 1QuV |«— rozdzielczdsé IBRYM=EN|

BRIGHT PEOPLE'S CHOICE
ELECTRICAL SP _
(i
less than 75% Teta

True RMS voltage & current accuracies are specified from 5 % to 100 % of range o
otherwise specified. Maximum Crest Factor < 5:1 at full scale & < 10:1 at half scale, and with
frequency components within the specified frequency bandwidth for non-sinusoidal

or otherwise specified

waveforms.
DC Voltage | Ohms
RANGE BM859CF | BM857 | [RANGE BM859CF BM857
_ Accur, Accuracy
500.00 mV, 0.02% + 2d(/0.03% + 2d])|500.00Q 0.07%+10d
5.0000V, 50.000V ——1 [5.0000kQ2 .
500.00V 0.04%+2d [0.05% + 2d| [50 000k | 0.07%+2d | O-1%+6d
1000.0V 0.05%+ 2d | 0.1%+2d | [500 00kQ |
NMRR: >60dB @ 50/60Hz 50000MQ | 0.2%+6d | 0.4%+6d
CMRR: >120dB @ DC, 50/60Hz, Rs=1kQ2 50.000MQ 20%+6d | 2.0%+6d
P input Impedance: 10M€2, 30pF nominal Open Circuit Voltage: < 1.3VDC ( < 3VDC for
ey ”P:“:;mn::fﬂ“ . (80pF nominal for 500mV range) 50002 range)
11
o Accuracy warunki odniesienia
ar inz. ellgIusz PawtOwSKiI
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Oznaczanie klasy miernikdw cyfrowych — drugi sposob

Drugi sposoh | a% z odczytu (angdg — reading + b najmniej znaczcych cyfrd (ang.d — digif)
BryyEN (2 )
BRYMEN T\ a /ordg +bld

BRIGHT PEOPLE'S CHOICE /
czes¢ bledu muItipli@ czes¢ bledu addytywna

Przyktad: 0,03% z odczytu nagtia U, + 2 najmniej znacgce cyfry o wartécj 0,01 mV = 10uV

+(0,03%(U, +2[10 uV

Je&li odczytano napicie U, = 100 mV na zakresie 500 mV, bbad graniczny wynosi+0,05 mV,
przy czymrozdzielczas¢ miernika na tym zakresie wynd3j01 mV, a wic jest znacznie lepsza !!!
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Btad graniczny bezwzgtiny i wzgkdny miernikow cyfrowych

N
Ax A, Zakres pomiarowy Sx % Zakres pomiarowy
|- Skiadmk_mylt_lpl_ﬂfaw_wr_ly _____ __ Sktadnik addytywny
(% od odczytu) +%rdg ( % od zakresu )

Yy =

max

l —%rdg

—%F SR -«

ety //)}>>>> e \\\\\\\\\\\\\\\\""
({{ _

Skladnik multiplikatywny

( % od odczytu)
( % od zakresu )
Btedy bezwzgkdne Btedy wzgledne
Tak samo jak w miernikach analogowych,

rowniez w miernikach cyfrowyclhdoktadniejszy
pomiar otrzymujemy dlaviekszegoodczytu !!!
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Zmienna losowa

Zmienna losowajest to zmienna (ggta lub dyskretna), ktéra me

przybierg dowolne wartasci z |okreslonego zbioru i z ktor
zwigzany jestozklad prawdopodobienstwa. e

Przyktady:

Wynik rzutu monet (0,1),

Wynik rzutu kostlg do gry (1,2,3,4,5,6),
Wynik losowania Toto Lotka, \ W
Wynik pomiaru napkcia w sieci energetycznej':ié'-:
| wiele innych ...

dr inz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiaréw



Rozktad prawdopodohistwa

Rozklad prawdopodobiaistwa jest funkch  okreslajaca

prawdopodobigstwo, ze zmienna losowa przyjmie damvartasc,
lub wartag¢ nalezagca do danego zbioru waroi.

Funkcja prawdopodobistwa (dla zmienne] dyskretnej) okia dla
kazde] wartdci x. zmiennejX, prawdopodobigstwo p;, ze zmienna
dyskretna przyjmie warfo x::

p, =Pr(X =x))
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Rozklad prawdopodobistwa - przyktad

rzut kostly do gry - e
p(x) 5 a=3 a=3 d
< >1€ Pole powierzchni
1 F/ rowne 1
6 7
. g
—o __*: 1 1 1 1 :¢ ¢ >
0 1 2 3 4 5 7 3

Rozktad prawdopodobistwa dla wynikow rzutu kostkdo gry

dr inz. Eligiusz Pawtowski

Rachunek niepewrsoi pomiarow
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Dystrybuanta i funkcja gptasci prawdopodobigstwa

Dystrybuanta jest to funkcjaF okreslajgca dla kade] wartgci x

prawdopodobigstwo, ze zmienna losowaX przyjmuje wart@¢
mniejsz lub réwm X:

F(x)=Pr(X < x)

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x)|(dla zmiennej losowe]

ciagte] X) jest to pochodna (§& istnieje) dystrybuanty:

d
f{x)=—F(X
()= F ()
Pole powierzchni ograniczone funkcja geStosCl

prawdopodobienstwa dla dowolnej zmiennej losowej jest rowmhe
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Parametry rozktadu zmiennej losowe]

Parametrem rozktadu zmiennej losowej jest wielkd uzywana do

opisu rozktadu prawdopodoliistwa zmiennej losowej, np.:
- wartas¢ oczekiwana,

- wariancja,

- odchylenie standardowe

| inne wielkacil.
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Wartasé oczekiwana

Wartosé oczekiwana W |jest parametrem rozkiadu oklenym

nastpujaco:

- dla zmienne] losowejdyskretnej X przyjmugce] wartgcl x. z
prawdopodobigstwemp, wartas¢ oczekiwangy, jesli istnieje, jest rowna:

H = E(X) = Z P X
gdzie sumowanie rozga s¢ na wszystkie warkei X. zmiennejx,

- dla zmiennej losowegiagte] X o funkcji gestasci prawdopodobigstwa
f(X) wartas¢ oczekiwangy, jesli istnieje, jest rowna:

U= E(X):jx f (x) dx
gdzie catkowanie rozgga s¢ na caty przedziat zmienso X.
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rzut kostk do gry

p(x) A

Wartas¢ oczekiwana - przyktad

Pole powierzchni

F/ rowne 1

dr inz. Eligiusz Pawtowski

Rachunek niepewrsoi pomiarow
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Zmienna losowa centrowana

Zmienna losowa centrowanajest to zmienna, ktorej waidd

oczekiwana jest rowreero.

J&sli zmienna losowa ma wartd¢ oczekiwan (/ to odpowiadajca
jej zmienna losowa centrowana jest rowKa4).

E(X —u)=0
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Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja o?|(sigma kwadratjest to

wartos¢ oczekiwan @» zmiennej loso nej:

\\

o =v(x)=E{ [x ~E(x} }

Odchylenie standardoweo

kwadratowym z wariancii:

g =

(sigm3g jest dodatnim pierwiastkiem

V(X
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Wariancja | odchylenie standardowe - przykiad
P 5 a=3 a=3

< >€ Pole powierzchni

1 / rowne 1
§)

7
/ / rzut kostk do gry
. i g

_.__*:I 1 1 1 1 |:¢ ¢)
0 1 2 3 4 5 6 7 S

1 1. 1_1_ 1_ 1 21
E(X)= --:—EL+—E2+—[3+—B¢+—[5+ B=--=35
(x) 2.P% 6 6 6 6 6 6 3

kN
I

0% =v(x)=E{[x - E(X )]2}-—<1 357 + L (2- 35 + I3 (6- 35 =

625+ 225+025 8,/5

. = 2,916(6)

_2 2.2 ne2 .
_6(2’5) +€(l5) —(05) =

o=NV(X)=,29166) 0170783 Vi y L
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Populacja i proba z populacji

Tak okrdglone parametry rozktadow (wak® oczekiwana,
wariancja, odchylenie standardowe) <krellone dla cale

populaciji,|czyli dla ogotu jednostek podlegaych obserwacjom.

W praktyce liczba obserwacji jest ograniczona downes
skaaczonej wartéci, czyli z cate] populacji pobierana i analizowana

jestproba obejmupca tylko czs$¢ populacii.

Przykiady:
-obserwacja wynikow rzucania rzeczywi&bstky do gry,

-badania preferencji wyborczyohszystkich Polakdéw (populacii)
na podstawie ankiety przeprowadzonej sr@d  proby

reprezentatywnej.
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Statystyka, estymacja , estymator

Statystyka|jest to funkcja zmiennych losowych w probie, sama

rowniez jest zmienn losows.

Estymacja jest to operacja mga na celu przypisanie wafto

liczcbowych parametrom rozktadu wybranego jakmodel
statystyczny populacji, na podstawie obserwacjirpa@ych prolg
pobram z tej populacii.

Estymator |jest to statystyka (czyli funkcja zmiennych losowych

stosowana do estymacji parametru populaciji.
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Estymator wartéci oczekiwanej

Najlepszymestymatorem wartosci oczekiwanej] u

dla populacji,

wyznaczanym na podstawie n - elementowej pmbhy,, ... X, jest

wartosé srednia X :

=]

Xl
I
i

dr inz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiaréw
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Estymator wartéci oczekiwanej - przyktad

rzut kostk do gry

P 5 a=3 a=3 -

Pole powierzchni

1 rowne 1

6 7 F/

—e —T . | 1/ | . // — - >x
8

7

7 N
v
7y
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Estymator odchylenia standardowego

Najlepszym |estymatorem odchylenia standardowegoa| dla
populacji jesbdchylenie standardowe z probys.

Liczba elementow w probie

pierwiastek z Wwrednionego pomniejszona o jeden
kwadratu roznicy  od

wartosci sredniej
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Estymator odchylenia standardowego wsaitérednie)

Wartcé¢ srednia X  jest rowntezmienna losow!

Najlepszym estymatorem odchylenia standardowegowdegasci

sredniej jest: | o
( ) <«— odchylenie standardowe w prébie
s(x) = 24/

Jn

. ./ ¥~ pierwiastek z liczebrigi proby
odchylenie standardowseedniej

Whniosek: odchylenie standardow&edniej z n pomiarow
jest‘ﬁ razy mniejsze\ od odchylenia standardoweg0

pojedynczego pomiaru.
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Pomiary wielokrotne i polepszanie doktadaio

Wykonywanie serii pomiarow umbwia|polepszenie doktadnéci
wyniku. Kolejnag¢ postpowania jest nagpujaca:

-wykonujemy serie n pomiarow | majc na uwadzeze zgodnie z

poprzednim slajdendoktadnd¢ polepsza sie Jn razy, a Wec
zwiekszanie liczby pomiarow na patku daje due korzysci, ale
dla dwych wartdci n kolejne pomiary daj juz coraz mniejszy
efekt,

-za wynik pomiaru przyjmujemy warto §¢ srednia,

-na podstawie odchylenia standardowego wartosredniej

szacujemy niepewn& uzyskanego wyniku pomiary|co kedzie

przedstawione w dalszej@&zi.
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Rozktady prawdopodohistwa najczscie] stosowane

Podczas opracowywania wynikOw pomiaraejczesciej stosowane
sa hastpujace rozktady prawdopodolistwa:

D(x) A
1

21 & 7,
R 7,
- ROZKtad normainy /
[/ i’y
g 0
////j//// v////////

o
7 2

0 L A, 7 ———
»

Pole powierzchni
réwne 0,9974

3c i 36
i
P4 a a
1 B _ Pole p,oxvvierlzchni
- Rozktad réwnomierny (prostatqy), . - =
pot a a
1 Pole powierzchni
. a Aé \ / rowne 1
- Rozktad trojkatny. y
0 74 :
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Rozktad normalny

Podczas opracowywania wynikdw pomiarow negcej przydatny
jest | rozklad normalny, | dla ktorego funkcja gestosci
prawdopodobienstwa jest okrélona wzorem:

Dla rozktadu normalnego, prawdopodais®vo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdzie¢siv przedziale:

odu-o do pu+ o jest rowne 68,26 %,
od u-20 do u+ 20 jest rowne 95,46 %,
od - 30 do u+ 3ojest rowne9,74 %.
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Przedziat ufnéci | poziom ufndci

Dla rozktadu normalnego, prawdopodaistvo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdziecsiv przedziale:

odu-o do yu+o |jestrowne 68,26 %,
odu-20 do u+ 20|jest rowne| 95,46 %,
odu-30 do u+ 3o|jest rowne| 99,74 %.

/ \

Ten przedziat warkzi To prawdopodobigstwo
nazywamyprzedziatem ufnaci nazywamypoziomem ufnaci

Dla rozktadu normalnego, df@zedziatu ufnosci o szerokéci = 3o
poziom ufnadsci jest rowny 99,74 % (czyli prawie 100%).
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Rozktad normalny — funkcjacgtasci prawdopodobigstwa

%) A
1 Ty Y |
N2TT © Pole powicrzchni
rowne 0,6826
0 3.
: 36 :|C< 36 )

P(X-0<x<X+0)=6826%
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Rozktad normalny — funkcjacgtasci prawdopodobigstwa

P(xX) A
1 Pol 1 hm
ole powierzc
N2TT © rowne 0,9974
X
0 T,
30 i 30
i 0 i

Pr(X—30 < x<X+30)=99.74%
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Rozktad rownomierny

Czesto rownie wykorzystywane & wihasciwosci rozkiadu

rownomiernego (prostokatnego) o szerokeéci 2a, dla ktorego

odchylenie standardow@ewynosi:

a
V3

Dla rozktadu prostaktnego prawdopodobistwo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdzieesw przedziale o szerokoi 2a wokot
wartoscl oczekiwanej jest rc’)wnﬁlOO %.

Rozktad prostoitny jest stosowany do opisiledow kwantowania
przetwornikow A/C oraz przy szacowanibtedow granicznych
przyrzadow pomiarowych.

g =
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Rozktad rownomierny — funkcjaegtasci prawdopodobigstwa

Pr(X-a<x<x+a)=100%

px4 a a
1 Pole powierzchni

2 / rowne 1

¢

=]

o=
J3
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Rozktad rownomierny — przykiad z kogtk

Py a=3 a=3
< >1€ Pole powierzchni
1 / réwne 1
6 7
4 // g
—e __$: | | | | | | :¢ ¢ >
0 1 2 3 4 5 6 7 8

x

o= \/li()g R = \/ % 205° +15° +2.5) = \/0,25+ 2,325+ 6,25 _

= %75 — \/2,916666: 170783 + Rdéznica tylko 1,4%

_a_3_3\/§_3\/§_ _ /
0_\/__\/§_x/§ﬂ/§_ - = /35173205
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Rozktad trojletny

Rzadzie] wykorzystywaneagswiasciwosci rozktadujtrojk atnego o
szerokdaci 2a, dla ktorego odchylenie standardowevynosi:

a
o=—

J6
Dla rozktadu trojitnego prawdopodobistwo tego,ze wartgé
zmiennej losowej znajdzieesw przedziale o szerokoi 2a wokot
wartoscl oczekiwanej jest rc’)wnﬁlOO %.

Rozktad trojlatny jest stosowany do opidoteddw kwantowania
czestosciomierzy cyfrowych.
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Rozktad trojlatny — funkcja gstasci prawdopodobigstwa

Pr(Xx-a<x<x+a)=100%

p4 a a
1 Pole powierzchni
a / rowne 1
0 X
| | >
x

og=2
J6
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Rozktady — podsumowanie

Potowa szeroksi przedziatu ufnéci dla r&nych rozktadow

Poziom ufndci
Rozktad
68,27 % 95,45 % 99,74 % 100 %

prostolkgtny _ _ i J3 @t ~1730

| |

v v
tréjkatny i i i J6 [ = 2,450

I _—

v —l
normalny 1lo 20 3lo 00)
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Porownanie funkcji ¢stasci prawdopodobimgstwa

Przedziaty ufnéci =100% dla rozktadow o tych samych parametrach

- prostoktny N V3lW=1730|

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

NG e

trojkatny 3

——————————————————————————

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

5 4 3 2 1 0 1 o2 3 4 5

173| 245|3
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Centralne twierdzenie graniczne

l

Jezeli zmienna losowa jest sum wielu zmiennych losowych, to
rozktad zmiennej losowex zbliza se do rozkitadu normalnego w
miarg zwigkszania si liczby sumowanych zmiennych.

Whniosek:

Poniewa na bhd pomiaru ma wptyw jednocgeie bardzo wiele
roznych czynnikow, ktorych oddziatywania surpugie, dlatego
rozktad normalny dobrze opisuje \&awvosci statystyczne btow.
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Niepewnad¢ pomiaru

Niepewna¢ pomiaru | (ang. Uncertainty [An so:tntl]) jest

zdefiniowana jako parametr, zygany z wynikiem pomiaru,
charakteryzujcy rozrzut warto sci, ktdbre mana w uzasadniony
Sposob przypisawielkosci mierzonej.

Uwagi:

1.Podana definicja jest wa dd¢ ogolna, nieprecyzyjna.

2.W praktyce stosowana jest niepevhstandardowa.

Niepewnaé¢ standardowa zdefiniowana jest jako niepewfio

wyniku pomiaru wyraona w formieodchylenia standardowego
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Metody obliczania niepewroi

Wyrdznia st dwie metodyobliczania niepewnigi:
metoda typlA | metoda typuB.

Metoda typu A jest to metoda obliczania niepew’;n@drog;

analizy statystycznejserii pojedynczych obserwacii. 4

Metoda typu B jest to metoda obliczania niepevﬁn@sposobami
Innymi niz analiza serii obserwacji. \

Zalecane oznaczenia
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Niepewnd¢ standardowa ziamna

Niepewna¢ standardowa ziawona| (taczna, catkowita)u, jest

obliczana jako pierwiastek z sumy kwadratow niepaen
sktadowych, obliczonych odpowiednio me4idali (lub) B.

u, :\/ui2 +u?

Uwaga: poprawnie jest mowi , sktadanieniepewngci” , a nie:
,2sumowanie niepewnai’.

Inne spotykane okkeenia:
Suma geometryczna (diugowektora lgdacego
sunmy dwoch wektorow prostopadtych do siebie)
ang. Root — sum — of — squares
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Niepewnd¢ rozszerzona

Niepewna¢ rozszerzona U okresla przedziat wokot wyniku

pomiaru, ktory obejmuje dig cze$¢ rozktadu wartéci, ktdre mana
w uzasadniony sposob przypisaielkosci mierzone,).
Wspotczynnik rozszerzenia kjest to wspotczynnik liczbowy

zastosowany jako muanik ztozonej niepewnséci standardoweyi, w
celu otrzymania niepewRoi rozszerzoney.
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WSspotczynnik rozszerzenia

Zwykle wartag¢ wspotczynnika k przyjmuje siz przedziatu
od2do 3

tak, aby dla przytego rozkiadu prawdopodoligtwa uzyska
zatovoma szerok@¢ przedziatu niepewrigi z akceptowalnym
poziomem ufnéci.

Najczscie] przyjmuje s3:
rozktad normalny (dla dtugich serii pomiarow),
rozktad t-Studenta (dla krotkich serii) oraz

rozktad prostokatny (wykorzystupc btad graniczny miernika
podany przez producenta).
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Procedura wyznaczania niepewaio

Przedstawiona  procedura wyznaczania niep8ono ma
zastosowanie:

dla pomiarow bezpwednich,
przy duwej liczby pomiarow.

Ocena niepewrsti pomiarow pérednich, dla matej liczby
pomiarbw oraz inne bardziej zaawansowane przypadki
szczegotowo opisane w Przewodniku [6] | Nocie Techmej [7].
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Wyznaczanie niepewrdol w 5 krokach

Procedura wyznaczania niepewoizawiera s w 5 krokach:

1. wyznaczanie niepewsa u, metod typu A,

2. wyznaczanie niepewsa u; metod, typu B,

3. wyznaczanie niepewsa ztozoneju, ,

4. wyznaczanie niepewld rozszerzondy ,

5. zaokaglanie wynikow obliczé i podawanie wyniku kficowego.
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Krok 1 - wyznaczanie niepewsa u metod typu A

W kroku pierwszym wyznaczana jest niepewsio u metoad
typu A na podstawie wynikow seriin pomiaréw:

odchylenie standardowe
pojedynczego wyniku

o =)= 2= LS -xy

n-1)4

odchylenie standardowe pierwiastek z liczby pomiaréw n
wartasci sredniej w serii
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Krok 2 - wyznaczanie niepewsa u; metod typu B

W kroku drugim wyznaczana jest niepewstou; metod, typu B
na podstawie:

- danych technicznych przyadw (np. z klasy doktadroi),
- danych dosipnych z literatury (np. rozktad g@dow kwantowania),
- z wezéniejszych wynikow pomiarow (np. z innego laboratarju

Najczsciej korzystamy z danych technicznych prazylaw, tzn.:

z klasy doktadnosci (mierniki analogowe) lub z innego sposobu
podawania btedow granicznych przyrzadu pomiarowego
(mierniki cyfrowe)
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Krok 2 - wyznaczanie niepewsa u, z klasy miernika

Niepewnd¢ pomiaru typu B ména okrgli¢ na podstawie podanego
przez producenthtedu granicznegomiernika.

Poniewa producent gwarantujeze 100% hkb¢dow miernika jest
mniejszych od okrdonego dla niego bbHu granicznego, przyjmuje
sic prostokatny rozktad btedow popetnianych przez miernik, o
szerokdci 2arownej 2A,.

Uwzgledniajpc znane Wasciwosci rozktadu prostonego wyznacza
sic w takim przypadku niepewld6d typu B roéwne odchyleniu

standardowemu dla rozktadu prositriego:

P} a a A

1 Pole powierzchni u — — g r
2a N / rowne 1 . T e

3

)

7
[ 7
0 G

\/
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Krok 2 — obliczanie ldu granicznegad,,

Dla miernikow analogowych:

Najczestszy sposob: klasa wyiana w procentach zakresu

KITX,,
10C

A, X=

Dla miernikow cyfrowych:

Pierwszy sposola% z odczytu (angdg — reading + b% z zakresu (and=SR — Full Scale Range

a[rdg+ b[FSR

A, X=
10C 10C
Drugi spos6ba% z odczytu (angdg — reading + b najmniej znacgcych cyfrd (ang.d — digif)
alrd
Ay x=29 4 b
10C
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Krok 3 - wyznaczanie niepewsad ztozoneju,

W kroku trzecim wyznaczana jest niepew§m ztozona (hczna
catkowita)u, wedtug metody ,pierwiastek z sumy kwadratow” :

u, :\/ui2 +us

Operact te nazywamysktadaniem niepewndci.
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Krok 4 - wyznaczanie niepews rozszerzoney

W kroku czwartym wyznaczana jest niepew§torozszerzonaJ
jako iloczyn niepewni catkowitej u. i wspotczynnika
rozszerzeni:

U =klu,

Wartas¢ wspotczynnikak przyjmuje s¢ z zakresu od 2 do 3,
zalenie od przygtego rozkiadu prawdopodolistwa |
zaktadanego poziomu ufém. Praktycznie najezcie] przyjmuje
sie rozktad normalny, wtedy: P94

. . 1
k=2 dla poziomu ufnéci p=95,46 %, G o /D Plepoee
k=3 dla poziomu ufnéci p=99,74 %. < .

»

30
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Krok 5 - zaokgglanie obliczé i podawanie wyniku

W kroku pi atym zaokgglane g wyniki obliczea i podawany jest
koncowy wynik pomiaru wraz z niepewRoia.

Podstawowa zasadaliczba cyfr znacgcych zapisanych w wyniku
pomiaru powinna odpowiadgegorzeczywiste] doktadndgci.

Czesto popetnianymbtedem jest podawanie wynikOw pomiarow
oraz ich niepewnsei zbyt dokiladnie, tzn. z nadmiemliczba cyfr
znacacych.
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Krok 5 — zalecenia przy obliczaniu i zagglaniu wynikow

1.Niepewnaici  (btedy) obliczamy z trzema cyframi znacymi |
zaoknglamy|zawsze w go¢ do jednej cyfry znacce) lub do dwaoch cyfr

jesli zaoknglenie przekraczatoby 20%

2\Wynik pomiaru obliczamy z taka samg liczba cyfr

znacacych, jak

posiadag wyniki odczytane z przygdow pomiarowych, j@i obliczamy
sredng z powyze] 10 pomiarow uwzgbniamy dodatkowo jedma cyfre
znacacy | powyzej 100 pomiarow uwzgtniamy dodatkowo dwie cyfry

znacace.

3.Wynik pomiaru zaokraglamy do tego samego miejs¢cado ktorego

zaokgnglono wynik obliczé niepewndci, tzn. ostatnia cyfra znagza w
wyniku pomiaru i jego niepewrdol powinna wysipowa nha te] samej

pozycji dziesgtne.

4.Reguta zaolkglania powinna by

symetryczna

zaokgglania powinien gzy¢ do zera.

dr inz. Eligiusz Pawtowski Rachunek niepewroi pomiaréw

tzn. sredni bhd
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Krok 5 — reguta symetrycznego zagglania

Zasady zaokyglania (zapewniage symetrycznezaokgglanie):

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jasiniejsza od 5to zaokgglamyw dot,

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesteksza od 5to zaokgglamyw gore,

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesiwna 5 i nastpne cyfry z jej prawej
stronynie @3 zeramito zaokgglamyw gore,

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesiwna 5 i nastpne cyfry z prawej jej
strony sa zerami to zaokaglamy w gore lub w dot tak, aby ostatnia
pozostawiona cyfra byta cyfiparzysta.
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Krok 5 — przyktady symetrycznego zagglania

W zapisie wyniku oblicz@ zaleca s stosowanie odpowiednich
przedrostkow (kilo-, mega-, mili-, mikro- itp.) | wiakrotnosci potgowe
(tzw. zapis naukowy) tak, aby niepewnom obarczone byty jedynie miejsca
dziesttne i setne.

Przyktady prawidtowego zaodglania:
m=(32,55+0,734) g zaokglamy do m=(32,6+0,8) g,

C=(2453+55) nF zaokglamy do C=(2,45+0,0Q9)F ,
1=(43,284+£1,23) mA  zaokglamy do1=(43,3+£1,3) mA,
P=(4250+75) W zaokglamy do P=(4,25+0,08) kW

R=(237465t1270)  zaokaglamy do R=(237,4620,13)X.
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Multimetrem BM859CF wykonano w krotkich odpaich czasu seril00
pomiarOw napicia baterii 3R12 (ec&ciowo roztadowanej). Multimetr
ustawiono na zakres 5.000 00 V (z rozdziesczn 5 4/ cyfry). Wyniki
przedstawiono w postaci wykresu. Ze walyl na wptyw srodowiska,
zaktoceh, niestatdci parametréw woltomierza i innych ¢o nieznanych
przyczyn wyniki pomiarOw rinia Sie miedzy sola, co oznacza
wystepowanie b¢dow przypadkowych.

3,635

3,633
3,631
3,629
3,627

3,625
3,623
3,621

3,615\\\\ T

napkcie [V]

P g T,

3,619
3,617 1

: VYW

1

numer pomlaru

6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Na podstawie wynikow pomlarg@czono

- wartas¢ sredng: X =3 6273'E
- odchylenie standardowe pojedynczego wyn#x)=0,0026457 V
- odchylenie standardowéeedniej:s( X )=0,00026457 V

Z danych miernika obliczono jegogtgranicznyA

A, =0,02%1363V +2110uV = 7,26010* V +210° V =7,46010" V

Wartcé¢ srednp ze 100 pomiarow obliczono z dokladon|lepsa
niz rozdzielczé¢ pomiarow (1@V), pozostate parametry obliczano z
trzema cyframi znageymi, aby mana byto je ostatecznie zaakgti¢

do dwoch lub jednej cyfry znagze,;.
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Wyznaczanie niepewloi — bfad graniczny multimetru

USER'S MANUAL BM 857 , BM857CF - BRYMEN

BrvMEN)

BRIGHT PEOPLE'S CHOICE

or otherwise specified(at 23°C + 5°C &

current accuragies are specified from 5 % to 100 % of range or
ximum Crest Hactor < 5:1 at full scale & < 10:1 at half scale, and with
specified frequency bandwidth for non-sinusoidal

ELECTRICAL SPECIFICATIONS

is +
ess than 75% relafivd humidity.

True RMS voltage
otherwise specified.
frequency components within th

% reading digits| + number of digits)

dr inz. Eligiusz Pawtowski

Rachunek niepewrsoi pomiarow

waveforms.
DC Voltage | Ohms
RANGE Wzssgcz‘( BM857 | |RANGE BM859CF BM857
. Accuracy Accuracy
500.00 mV, 0.02%|4 2d [[0.03% + 2d| [500.0002 0.07%+10d
5.0000V, 50.000V | / \ 5.0000kQ .
500.00V 9.04%+2d\ [0.05% + 2d| [50.000kx | 0.07%+2d | O-1%+6d
1000.0V [0.05%+ 2d\| 0.1%+2d | [500 00kQ ~
NMRR: >60dB @ $0/60Hz 5.0000MQ | 0.2%+6d | 0.4%+6d
CMRR: >120dB C, 50/60Hz, Rs=1kQ 50.000MQ 20%+6d | 2.0%+6d
input Impedance: }OMC, 30pF nonynal - open Circuit Voltage: < 1.3VDC (< 3VDC f
(B0pF noffinal for 500mV rahge)  sooe range) ge: < 1.3VDCA or
Agr =|0,02%1[3,63V|+2[(10uV
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Obliczenie niepewniei:
- niepewndc¢ typu A: u.=5(X)=0,000265 V

- niepewnd¢ typu B: _
P yp By _74600"V

=4,3110" V

- niepewnd¢ ztozona:

U, =,/u? +u? =4/0,000268V?2 +0,00043FV? =0,000506V

- niepewnd@¢ rozszerzona:

U =klu, =3[0,000506V =0,00152v =0,0016V =1,6mV

Niepewnd¢ rozszerzoa obliczono zaktadap rozktad normalny |
poziom ufng@ci 99,7% (wspotczynnik rozszerzenia k=3).
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Ostatecznie wynik pomiaru ngpia mana zapisé@nastpujaco:

U=3,6274 V £ 1,6mV gdzie liczba za znakiem +* jest w&sitp
niepewndci rozszerzonej obliczonej dla wspotczynnika rorzzeia
k=3 opartego na rozktadzie normalnym i ckagcym przedziat 0
poziomie ufneci szacowanym na 99,7%

Nalezy zwrdck uwag: na zapisanie wyniku pomiaru tak aby wynik i
jego niepewn& byly ze sobh zgodne pod wzgidem liczby cyfr
znacacych. rd

U=3,6274 V

0,0016 V = 1,6mV

Niepewnd¢ podano z-dwoma cyframi znaczcymi, aby unikigé zbyt
duzego zaokiglenia powye|] 20 %.
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Wyznaczanie niepewRroi — histogram

Wyniki pomiaréw przedstawiono w postaci histogramiticzbe
przedziatow o jednakowej szerako dobrano tak, aby nioa byto
ocent typ rozktadu.

35
30 +
25 +
20 +
15 |

10 +
S napiecie
o) 1

Czestosé

0029'€E
Gezo'e [
0G29'E
G/29'E
00€9'€E
GZe9'e
0G€9'E
G/€9'E
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Pomiary pérednie — rGwnanie pomiaru

Pomiar posredni | polega na obliczeniu wada wielkosci

mierzone] y na podstawie wyznaczonych w pomiarach

bezpdrednich wartéci wielkosci X, X5 ... X; ... X, :

y=f (xl,xz,...xi xn)

Rownanie powysze nazywamnyownaniem pomiaru, a funkcg
f  nazywamyfunkcja pomiarowa. Roéwnanie pomiaru jest
matematycznynmodelempomiaru.
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Pomiary perednie — model pomiaru

Wiclkosci Wiclkos¢
micrzone mierzona
bezposrednio posrednio
\\ Model pomiaru
X, q
\'x
< >
\(i ) y=Ax, %, ..., X, ..., X,) ) >
: >
\( )
xn
>

Problem: jak bkedy wielkosci x; mierzonych bezpwednio
przenosz sic na wielka@¢ y mierzory pasrednio ?
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Pomiary perednie —b¢dy

Wielkosci Wielko$¢
micrzone micrzona
bezposrednio posrednio
Model pomiaru
\\' x, £ Ax, > P
v x, £ Ax, q
(..) B yEAy
\xt_iAxi y .f(xln x23 (AR | xin teen xn)
»
(.)
x, £ Ax,
P>
Bledy wielkosci T Blad wiclkosci
wejsciowych wyjsciowe]

Whiosek: nalezy bledy Ax; wielkosci mierzonych bezpwmednio
przeliczy¢ na bhd Ay wielkosci mierzonej pérednio.
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Btedy w pomiarach pa@ednich

Przykiad dla funkcji jednej zmiennej

W praktyce bgdy w pomiarach paednich wyznaczamy metgd
wykorzystupca pojecierozniczki zupeinej funkciji.
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Btedy w pomiarach pawednich — podstawy matematyczne

Rozniczka zupetm |funkcji wielu zmiennychy=f (X;, X, ... X ... X.)

nazywamysume postaci
Ay :iAx1 +iAx2 +...+iAxi +...+£Axn
0X, 0X, 0)¢ OX.
Interpretacja geometrycznadla funkcji jednej zmienngj=f (x):

df
Ay = — AX :
Yy Ix , przy czym

— =tga
X

gdzie lgt a jest nachyleniem stycznej do funkggf (X)
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Podstawy matematyczne =zniczka zupetna

Ay
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Btedy w pomiarach pa@wednich — dwa przypadki

Wyznaczanie bedow systematycznyclhw pomiarach p&rednich

ma miejsce w sytuacji, gdy znamyethy systematyczne wielkoi
X, X5 ... X% ... X, Zzmierzonych bezpoednio i chcemy wyznac#zybiad
systematyczny wielkkei mierzone] pérednio, np. w celu
wyznaczenia poprawki.

Wyznaczanie bkddéw granicznych w pomiarach pgrednich ma

miejsce w sytuacji, gdy znamyeoly graniczne wielk€ci x,, X, ... %
... X, zmierzonych bezpoednio (np. z klasy miernikow) i chcemy
wyznaczy btad graniczny wielkéci mierzonej pérednio.
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Btedy systematyczne w pomiarachspednich

Btad systematycznyw pomiarach pérednich liczymy metogl

rozniczki zupetnej na podstawiecoiow systematycznych wielkol
zmierzonych bezpoednio,z uwzglkdnieniem znakow pochodnej
| znakow btedow:
A y:iﬂA X A
s/ ™ £ ox s gdzie:
Asy jest bkdem systematycznym w pomiarzespinim,

of

ax S Pochodnymi cgstkowymi funkeji pomiarowe;,

A X sa bledami systematycznymi w pomiarach begpdnich.
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Btedy graniczne w pomiarach frednich

Btad graniczny\w pomiarach pérednich liczymy metog rozniczki

zupelne] na podstawie datdw granicznych wielkai zmierzonych
bezpdrednio, bez uwzgekdniania znakéw (sumupc moduty —
przewidujemy najbardziej niekorzystny przypadek):

of
?Agrxi gdZie:

Agry=; .

Ay Y jest bedem granicznym w pomiarze @gednim,

of
ax S Pochodnymi cgstkowymi funkeji pomiarowe;,

A, % s bledami granicznymi w pomiarach bezZpednich.
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Btedy graniczne w pomiarach frednich - przyktad

Obliczmy bhd graniczny w pomiarze prednim energii
elektryczneA wydzielonej na rezystandit w czasidt.

Rownanie pomiaru ma posta

A= | ZR’[ Znaki mnozenia ztedne, tylko
QIIa .zwic;kszenia' czytelndci
POChOdne %tkowe: liczenia pochodnej
A A
a—A:ZI [Rt a—:1[I12t a—:1 ‘R
ol oR ot

Btad graniczny pomiaru energh :

Ay A=|2IRIA |

+1%tA, R+[17RA t
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Btedy graniczne wzgdne w pomiarach goednich — przyktad

Zazwyczaj ostatecznie liczymy gol graniczny wzgldny. Przy

pomiarze pérednim energii elektryczne]A wydzielone] na
rezystancjR bedzie miat on ma posta

AA ALA
J A=—%_=_¢
g 2

A I°Rt

Po przeksztatceniach otrzymamy:

a_grA:|2Ang A
R
Czyli 0, A=|20,1|+|0,R+|5,t
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Btedy graniczne wzgldne w pomiarach goednich — ogolnie

Uogdlniajac, mazna wykazd, ze j&li rownanie pomiaru jest w
postaci [loczynu poteg wielkosci mierzonych| (bardzo czsty
przypadek) :

— a a a a
y =K X% X592 x3%3 ... XN

to

btad graniczny pomiaru pasredniego mana policzy¢ jako:

Oy Y = [au0y % +[8,0, | +[a:0, | +.-. |2, 0y X,

Uwaga: wyktadniki potg a,, a,, ...a, mogg by¢ dowolne: dodatnie,
ujemne, catkowite, utamkowe ...
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Przykitad c.d. — pomiar enerdiiinaczej

Przy pomiarze pwednim energii elektrycznef wydzielonej na
rezystancjR w czasidg rOwnanie pomiaru ma posta

A=10°R't

A wiec/mozemy od razu zapisé wzor koncowy na wzgedny bhd
pomiaru péredniego:

0, A= 208,

+105, R + /108, t

czyli: 5grA = ‘ngrl

+‘JgrR‘ +‘59rt
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Btedy graniczne w pomiarach gednich - inaczej

Sumupc moduly bkdow, bez uwzgldniania znakow,
przewidujemy najbardziej niekorzystny przypadektizgmujemy

zawyzone wartgci. Bardzie] realne wyniki otrzymujemy stosaj
sumowanie geometryczn)épierwiastek z sumy kwadratow):
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Wyznaczanie niepewlol w pomiarach pgrednich

Przy pomiarze pagrednim wielkoscl y wyznaczane] na podstawie
wartasci wielkoscl X;, X, ... Xi ... X, otrzymanych w pomiarach
bezpdrednich, wedtug rownania pomiaru:

y=f (xl,xz,...>q ...xn)

obliczamy niepewn@ pomiaru modyfikuyc wyznaczanie
niepewndci tacznej (catkowiteju w kroku trzecim.
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Wyznaczanie niepewrdoi w 5 krokach - przypomnienie

Procedura wyznaczania niepewoizawiera s w 5 krokach:
1. wyznaczanie niepewsa u, metod typu A,
2. wyznaczanie niepewsa U, metod, typu B,

3. wyznaczanie niepewrsei ztozonej (tacznej) u, ,

4. wyznaczanie niepewsd rozszerzondy ,
5. zaokaglanie wynikow obliczé i podawanie wyniku kficowego.
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Krok 3 - wyznaczanie niepewsad ztozoneju,

W kroku trzecim |wyznaczana jest niepewsto ztozona (hczna,
catkowita)u, wedtug metody ,pierwiastek z sumy kwadratow” :

l

SO

jesli wielkosci x; nie g ze soly skorelowane ¢gsod siebie niezaime).

Jasli wielkoscl x; s3 ze sol skorelowane to naly w sumowaniu
uwzglkdni¢ odpowiednigkowariancje.
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Krok 3 — uwzgédnienie kowariancji

Jesli wielkoscl x; s3 ze soly skorelowane to naly w sumowaniu
uwzgkdni¢ odpowiedniekowariancje u(x; x;):

Uc:\/itﬂlzuz(&)ﬂnf > P9 i)

=1 \ 0% i=1 j=i+1axi an

Kowariancg u(x; x;) liczymy wedtug wzoru:

U(Xixj): - Zn:(xik_X)(Xjk_Xj)
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Podsumowanie

1.Czlowiek poznaje otaczmp Qo rzeczywisté¢ poprzez wzajemne, jedno |
dwukierunkowe oddziatywanie zai

2.Kolejnymi etapami zdobywania wiedzya:s spostrzeganie, obserwacja,
eksperyment, pomiar.

3.0biekt pomiaru jest zbiorem cech razm@alnych jakdciowo. Cechy ktore
mozna wyrazt ilosciowo nazywamy wielkéciami i one podleggjpomiarowi.

4.Pomiar wyznacza waddwielkosci w postaci liczby i jednostki miary.

5.Pogcia pomiar, wynik pomiaru, wielkd mierzona (mezurand), system
pomiarowy ulegaj ciagte] ewolucji i rozszerzaniu.
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Podsumowanie c.d.

1.Wynik pomiaru jest zawsze niedoktadny.

2.Miara niedoktadnéci pomiaru jest kd lub niepewn§c.

3.Definiuje s¢ bardzo duo réznych rodzajow l@dow .

4.Btad graniczny pozwala wprowadzpojecie klasy przyrzdu pomiarowego.

5.Rozr&nienie bkdoéw addytywnych i multiplikatywnych skutkuje adymi
sposobami ok&ania klasy i jej oznaczania.

6.0krelenie klasy przyradow cyfrowych wymaga podania dwoch skiadnikow.
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Podsumowanie c.d.

1.Przy obliczaniu niepewiol map zastosowanie metody statystyczne
2.Niepewng¢ jest parametrem charakterygoym rozrzut wartéci
3.Niepewndci obliczamy metogl A i (lub) metoc B

4.Procedura obliczania niepevéabobejmuje 5 krokow

5.Wynik pomiaru podajemy wraz z niepewo rozszerzos

6.Waznym zagadnieniem jest odpowiednie zagkanie wynikow
7.Rozrzut wynikbw mgne przedstawigraficznie na histogramie

8.Bledy i niepewnéci w pomiarach pgrednich wyznacza simetod rozniczki
zupetnej na podstawie réownania pomiaru

drinz. Eligiusz Pawlowski Rachunek niepewrsoi pomiaréw 150



DZIEKUJE ZA UWAGE
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