METROLOGIA

Dr inz. Eligiusz PAWLOWSKI
Politechnika Lubelska
Wydziat Elektrotechniki i Informatyki

Prezentacja do wykiadu dla EINS
Zjazd 3, wyktad nr 5, 6



Prawo autorskie

Niniejsze materiaty podlegapchronie zgodnie Wstawa o prawie autorskim |
prawach pokrewnych(Dz.U. 1994 nr 24 poz. 83 z fadiejszymi zmianami).

Materiat te udospniamdo celow dydaktycznychjako materiaty pomocnicze
do wykladu z przedmiotu Metrologia prowadzonego sbadentow Wydziatu
Elektrotechniki i Informatyki Politechniki Lubelsi. Mog z nich réwnie
korzyst& inne osoby zainteresowane metrojogbo tego celu materiaty te
moznabez ogranicz@ przegladaé, drukowaé | kopiowaé wytacznie w cat@ci.

Wykorzystywanie tych materiatdw bez zgody autoranmyisposob i do innych
celow nk te, do ktorych zostaty udeginione jest zabronione

W szczegolngéci niedopuszczalne jestusuwanie nazwiska autora, edytowanie
tresci, kopiowanie fragmentow i wykorzystywanie w cabplub w czsci do
wtasnych publikacji.
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Uwagi dydaktyczne

Niniejsza prezentacja stanowylko i wytacznie materialy pomocniczedo

wykladu z przedmiotu Metrologia prowadzonego dladstuow Wydziatu
Elektrotechniki i Informatyki Politechniki Lubelslj. Udos¢pnienie studentom
tej prezentacji nie zwalnia ich z koniecZaosporadzaniawtasnych notatek z

wyktadow ani tez nie zastpuje samodzielnego studiowaniaobowizujacych

podrecznikow.

Tym samym zawartd niniejszej prezentacji w szczegosad nie maze by

traktowana jako zakres materiatu obgavijacy na egzaminie.

Na egzaminie obowtujacy jest zakres materiatu faktycznie wytaony
podczas wyktadu oraz zawarty w odpowiadglych mu fragmentach
podrecznikdw podanych w wykazie literatury do wykfadu.
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Tematyka wyktadu

Podstawowe terminy statystyczne

Niepewndé¢ pomiaru i jej wyznaczanie
Zaokr aglanie wynikow obliczen

Zapisywanie wyniku pomiaru

Eligiusz Pawtowski Zjazd 3, wyktad 5, 6
METROLOGIA EINS



Metody statystyczne w metrologii - literatura

1.Wyrazanie niepewndci pomiaru. Przewodnik, GUM, Warszawa 1999

2.Guidelines for Evaluating and Expressing the Uncertaint of NIST
Measurement Technical Note 1297, NIST, 1994
Edition ( )

3.1ISO 3534-1:1993 Statistics - Vocabulary and symb#&art 1: Probability
and general statistical terms

4.Kusmiderska B., Meldizon J., Podstawy rachunkgdilv w pracowni
fizycznej, Wyd. Politechniki Lubelskiej, Lublin 199

5.Respondowski R., Opracowanie wynikow pomiarow deych, Wyd.
PolitechnikiSlaskiej, Gliwice 1999

6.Plik pomocy programu Microsoft Excel — funkcje g&iyczne
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Zmienna losowa

Zmienna losowajest to zmienna (ggta lub dyskretna), ktéra me

przybierg dowolne wartasci z |okreslonego zbioru i z ktor
zwigzany jestozklad prawdopodobienstwa. e

Przyktady:

Wynik rzutu monet (0,1),

Wynik rzutu kostlg do gry (1,2,3,4,5,6),
Wynik losowania Toto Lotka, \ W
Wynik pomiaru napkcia w sieci energetycznej':ié'-:
| wiele innych ...
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Rozktad prawdopodohistwa

Rozklad prawdopodobiaistwa jest funkch  okreslajaca

prawdopodobigstwo, ze zmienna losowa przyjmie damvartasc,
lub wartag¢ nalezagca do danego zbioru waroi.

Funkcja prawdopodobistwa (dla zmienne] dyskretnej) okia dla
kazde] wartdci x. zmiennejX, prawdopodobigstwo p;, ze zmienna
dyskretna przyjmie warfo x::

p, =Pr(X =x))
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Rozklad prawdopodobistwa - przyktad

rzut kostk do gry
P 5 a=3 a=3
< >€ Pole powierzchni
1 F/ rowne 1
6 7
/ X
—® —_*: | 1 1 1 :¢ ¢ >
0 1 2 3 4 5 7 8

® s
-
= \w'e
\ e

Rozktad prawdopodobistwa dla wynikow rzutu kostkdo gry
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Dystrybuanta i funkcja gptasci prawdopodobigstwa

Dystrybuanta jest to funkcjaF okreslajgca dla kade] wartgci x

prawdopodobigstwo, ze zmienna losowaX przyjmuje wart@¢
mniejsz lub réwm X:

F(x)=Pr(X < x)

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x)|(dla zmiennej losowe]

ciagte] X) jest to pochodna (§& istnieje) dystrybuanty:

d
f{x)=—F(X
()= F ()
Pole powierzchni ograniczone funkcja geStosCl

prawdopodobienstwa dla dowolnej zmiennej losowej jest rowmhe
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Parametry rozktadu zmiennej losowe]

Parametrem rozktadu zmiennej losowej jest wielkd uzywana do

opisu rozktadu prawdopodoliistwa zmiennej losowej, np.:
- wartas¢ oczekiwana,

- wariancja,

- odchylenie standardowe

| inne wielkacil.
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Wartasé oczekiwana

Wartosé oczekiwana W |jest parametrem rozkiadu oklenym

nastpujaco:

- dla zmienne] losowejdyskretnej X przyjmugce] wartgcl x. z
prawdopodobigstwemp, wartas¢ oczekiwangy, jesli istnieje, jest rowna:

H = E(X) = Z P X
gdzie sumowanie rozga s¢ na wszystkie warkei X. zmiennejx,

- dla zmiennej losowegiagte] X o funkcji gestasci prawdopodobigstwa
f(X) wartas¢ oczekiwangy, jesli istnieje, jest rowna:

U= E(X):jx f (x) dx
gdzie catkowanie rozgga s¢ na caty przedziat zmienso X.
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Wartas¢ oczekiwana - przyktad

rzut kostlg do gry
P 5 a=3 a=3 3
< >1€ Pole powierzchni
F/ rowne 1
X
——4—>»
7 8
1 1 21
SB+ZB=2"=35
6 6 6
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Zmienna losowa centrowana

Zmienna losowa centrowanajest to zmienna, ktorej waidd

oczekiwana jest rowreero.

J&sli zmienna losowa ma wartd¢ oczekiwan (/ to odpowiadajca
jej zmienna losowa centrowana jest rowKa4).

E(X —u)=0
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Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja o?|(sigma kwadratjest to

wartos¢ oczekiwan @» zmiennej loso nej:

o =v(x)=E{ [x ~E(x} }

Odchylenie standardoweag (sigmg jest dodatnim pierwiastkiem
kwadratowym z wariancii:

g =,/VI{X
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Wariancja | odchylenie standardowe - przykiad
P 5 a=3 a=3

< >€ Pole powierzchni

1 / rowne 1
§)

7
/ / rzut kostk do gry
. i g

_.__*:I 1 1 1 1 |:¢ ¢)
0 1 2 3 4 5 6 7 S

1 1. 1_1_ 1_ 1 21
E(X)= --:—EL+—E2+—[3+—B¢+—[5+ B=--=35
(x) 2.P% 6 6 6 6 6 6 3

kN
I

0% =v(x)=E{[x - E(X )]2}-—<1 357 + L (2- 35 + I3 (6- 35 =

625+ 225+025 8,/5

. = 2,916(6)

_2 2.2 ne2 .
_6(2’5) +€(l5) —(05) =

o=NV(X)=,29166) 0170783 Vi y L
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Populacja i proba z populacji

Tak okrdglone parametry rozktadow (wak® oczekiwana,
wariancja, odchylenie standardowe) <krellone dla cale

populaciji,|czyli dla ogotu jednostek podlegaych obserwacjom.

W praktyce liczba obserwacji jest ograniczona downes
skaaczonej wartéci, czyli z cate] populacji pobierana i analizowana

jestproba obejmupca tylko czs$¢ populacii.

Przykiady:
-obserwacja wynikow rzucania rzeczywi&bstky do gry,

-badania preferencji wyborczyohszystkich Polakdéw (populacii)
na podstawie ankiety przeprowadzonej sr@d  proby

reprezentatywnej.
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przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa

Statystyka, estymacja , estymator

Statystyka|jest to funkcja zmiennych losowych w probie, sama
rowniez jest zmienn losows.

Estymacja jest to operacja mga na celu przypisanie wafto
liczcbowych parametrom rozktadu wybranego jakmodel
statystyczny populacji, na podstawie obserwacjirpa@ych prolg
pobram z tej populacii.

Estymator |jest to statystyka (czyli funkcja zmiennych losowych
stosowana do estymacji parametru populaciji.
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Estymator wartéci oczekiwanej

Najlepszymestymatorem wartosci oczekiwanej] u

dla populacji,

wyznaczanym na podstawie n - elementowej pmbhy,, ... X, jest

wartosé srednia X :

Eligiusz Pawtowski
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Estymator wartéci oczekiwanej - przyktad

rzut kostk do gry

p(x) A

a=3

a=3

1

N

6

v
7y
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Estymator odchylenia standardowego

Najlepszym |estymatorem odchylenia standardowegoa| dla
populacji jesbdchylenie standardowe z probys.

Liczba elementow w probie

pierwiastek z Wwrednionego pomniejszona o jeden
kwadratu roznicy  od

wartosci sredniej
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Estymator odchylenia standardowego wsaitérednie)

Wartcé¢ srednia X  jest rowntezmienna losow!

Najlepszym estymatorem odchylenia standardowegowdegasci

sredniej jest: _ o
S(Xi ) <«— odchylenie standardowe w probie

=

odchylenie standardowseedniej

Whniosek: odchylenie standardow&edniej z n pomiarow
jest‘ﬁ razy mniejsze\ od odchylenia standardoweg0

pojedynczego pomiaru.

¥— pierwiastek z liczebrigi préby
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Pomiary wielokrotne i polepszanie doktadaio

Wykonywanie serii pomiarow umbwia|polepszenie doktadnéci
wyniku. Kolejnag¢ postpowania jest nagpujaca:

-wykonujemy serie n pomiarow | majc na uwadzeze zgodnie z

poprzednim slajdendoktadnd¢ polepsza sie Jn razy, a Wec
zwiekszanie liczby pomiarow na patku daje due korzysci, ale
dla dwych wartdci n kolejne pomiary daj juz coraz mniejszy
efekt,

-za wynik pomiaru przyjmujemy warto §¢ srednia,

-na podstawie odchylenia standardowego wartosredniej

szacujemy niepewn& uzyskanego wyniku pomiary|co kedzie

przedstawione w dalszej@&zi.
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Rozktady prawdopodohistwa najczscie] stosowane

Podczas opracowywania wynikOw pomiaraejczesciej stosowane
sa hastpujace rozktady prawdopodolistwa:

D(x) A
1

21 & 7,
R 7,
- ROZKtad normainy /
[/ i’y
g 0
////j//// v////////

o
7 2

0 L A, 7 ———
»

Pole powierzchni
réwne 0,9974

3c i 36
i
P} a a
1 Pole powierzchni
7 = L réwne 1
- Rozktad réwnomierny (prostatay), . - -
pot a a
1 Pole powierzchni
. a Aé \ / rowne 1
- Rozktad trojlatny. y ~
0 /i ;
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Rozktad normalny

Podczas opracowywania wynikdw pomiarow negcej przydatny
jest | rozklad normalny, | dla ktorego funkcja gestosci
prawdopodobienstwa jest okrélona wzorem:

Dla rozktadu normalnego, prawdopodais®vo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdzie¢siv przedziale:

odu-o do pu+ o jest rowne 68,26 %,
od u-20 do u+ 20 jest rowne 95,46 %,
od - 30 do u+ 3ojest rowne9,74 %.
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Przedziat ufnéci | poziom ufndci

Dla rozktadu normalnego, prawdopodaistvo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdziecsiv przedziale:

odu-o do yu+o |jestrowne 68,26 %,
odu-20 do u+ 20|jest rowne| 95,46 %,
odu-30 do u+ 3o|jest rowne| 99,74 %.

/ \

Ten przedziat warkzi To prawdopodobigstwo
nazywamyprzedziatem ufnaci nazywamypoziomem ufnaci

Dla rozktadu normalnego, df@zedziatu ufnosci o szerokéci = 3o
poziom ufnadsci jest rowny 99,74 % (czyli prawie 100%).
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Rozktad normalny — funkcjacgtasci prawdopodobigstwa

%) A
1 Ty Y |
N2TT © Pole powicrzchni
rowne 0,6826
0 3.
: 36 :|C< 36 )

P(X-0<x<X+0)=6826%
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Rozktad normalny — funkcjacgtasci prawdopodobigstwa

P(xX) A
1 Pol 1 hm
ole powierzc
N2TT © rowne 0,9974
X
0 T,
30 i 30
i 0 i

Pr(X—30 < x<X+30)=99.74%
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Rozktad rownomierny

Czesto rownie wykorzystywane & wihasciwosci rozkiadu

rownomiernego (prostokatnego) o szerokeéci 2a, dla ktorego

odchylenie standardow@ewynosi:

a
V3

Dla rozktadu prostaktnego prawdopodobistwo tego,ze wartg¢
zmiennej losowej znajdzieesw przedziale o szerokoi 2a wokot
wartoscl oczekiwanej jest rc’)wnﬁlOO %.

Rozktad prostoitny jest stosowany do opisiledow kwantowania
przetwornikow A/C oraz przy szacowanibtedow granicznych
przyrzadow pomiarowych.

g =
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Rozktad rownomierny — funkcjaegtasci prawdopodobigstwa

Pr(X-a<x<x+a)=100%

px4 a a
1 Pole powierzchni

2 / rowne 1

¢

=]

o=
J3
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Rozktad rownomierny — przykiad z kogtk

P (JC) A a=3

a=3

2
Ty

>1€ Pole powierzchni

0 1 2

=

3 4 5 6 7

x

()':\/ii(xi —X)Z :\/%2(0’52 +15? +2’52) :\/0,254' 2,25+6,25 _

3

916666=170783 + Raéznica tylko 1,4%

a 3 _ 3/3 33

g = = = =
V3 V3 J3G/3 3
VETROLOGIA IS

v

=./3=/173205
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Rozktad trojletny

Rzadzie] wykorzystywaneagswiasciwosci rozktadujtrojk atnego o
szerokdaci 2a, dla ktorego odchylenie standardowevynosi:

a
o=—

J6
Dla rozktadu trojitnego prawdopodobistwo tego,ze wartgé
zmiennej losowej znajdzieesw przedziale o szerokoi 2a wokot
wartoscl oczekiwanej jest rc’)wnﬁlOO %.

Rozktad trojlatny jest stosowany do opidoteddw kwantowania
czestosciomierzy cyfrowych.
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Rozktad trojlatny — funkcja gstasci prawdopodobigstwa

Pr(Xx-a<x<x+a)=100%

po4 a_ | a

1 Pole powierzchni

q / rowne 1

0 BY

] | >
x
o= a
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Rozktady — podsumowanie

Potowa szeroksi przedziatu ufnéci dla r&nych rozktadow

Poziom ufndci

Rozktad
68,27 % 95,45 % 99,74 % 100 %
prostolkgtny _ _ i J3 @t ~1730
| |
v v
tréjkatny i i i J6 [0 = 2,450
I _—
v —l
normalny 1lo 20 3lo 00)
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Porownanie funkcji ¢stasci prawdopodobimgstwa

Przedziaty ufnéci =100% dla rozktadow o tych samych parametrach

o

U= o=1

173|| 245(3
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Centralne twierdzenie graniczne

l

Jezeli zmienna losowa jest sum wielu zmiennych losowych, to
rozktad zmiennej losowex zbliza se do rozkitadu normalnego w
miarg zwigkszania si liczby sumowanych zmiennych.

Whniosek:

Poniewa na bhd pomiaru ma wptyw jednocgeie bardzo wiele
roznych czynnikow, ktorych oddziatywania surpugie, dlatego
rozktad normalny dobrze opisuje \&awvosci statystyczne btow.
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Histogram

Parametry obserwacji z proby wygodnie jest rowpiezedstand w
postagihistogramu, | ktorego ksztatt zbla st do ksztaltu rozktadu

w populaciji.
Histogram z danych eksperymentalnych opracowweoBliczapc

czestos¢ |wystepowania wynikow o warkeiach naleacych do

okreslonych|przedziatow o rownej szerokdci] Histogram musi
obejmow& wszystkie wartéci, a liczle przedziatow wybiera si
tak, aby mana byto oceri ksztalt rozkiadu. Histogram nmoa
wygenerowa automatycznie za pomoc programow
komputerowych, np.: Excel.

UWAGA : nie wolno myl¢ stowczestosé|i czestotliwosé)!!!
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Wk » Opis formuty tablicowej
YKres z wynikow . CZESTOSC
pomiarow Histogram w Excelu ZE/

£ Microsoft Excel - 470kohm_01 ‘ Microsoft Excel - Pomoc I _|ol ]

THe - SOF v

Dl SRy fBER v | & 2 &4 Z| & 75 w [ || Arial CE 10 = |B I U = B S % oo 1% 2 — = oo 1
‘ V|V32 | j | S | | | k ‘ | ‘ Spis tresc:ll Kreator odpowied 4 | * CZESTOSC

1 D 1\ E [ F [ 6 [ H [ 1t T 3 JNK [t T v [ NT o7 P T @] R T s ] 1 Wiz shoa Kiicions Zo?acz tez - B .
B3 2 476310 |CZE5TD§C T p—— Dajg w w:ymku r.uzkiad czestosulw postaci
3 | 3 463840 = = tar:lltrq.'r pfogowe). lea danego ibto*r‘u
| 4 | R [O] \ = y—l wartosci i danego zbioru przedziatow
% g Zgg;;g e : Wyezyse | Wyszukaj rozktad czestosci podaje ile wartosci
i & 481220 * r\ /\ wystepuje w kazdym przedziale. Na |
7 | 7 472180 480000 2. Lub wybierz stowa kluczowe przyktad, mozna uzyé funkcji CZESTOSC
8 | § 454480 f\. T\ A /\ #liczba! il do policzenia wynikow testow, ktore

9 9 467300 480000 A4 mieszczq sie w okreslonym zakresie |
10 | 10 451820 \ / \ /0\ / \ /\ / \/ \ / \ / \ { \ administracia punktacii. Poniewaz funkcja CZESTOSC
| 11] 11 462170 470000 'y d 5 3 adres zwraca tablice, musi by¢ wprowadzona
12| 12 474880 U \/‘\ / \ N v /\I \ / 4 aktualny jako formuta tablicowa.
13 13 468060 480000 arkusz .
14| 14 494980 \/ \/ \/ \ # arkusz_kalkulacyiny Skiadnia
i —— i N e olll| =i
1_—7 17 455420 440000 ¥ (tablica_dane;tablica_przedzialy)
18 | 18 468110 3. Wybierz temat (znaleziono: 3) Tablica_dane jest to ta’blica lub adre§
118 | 19 460370 430000 — T T CIESTOSC [z_bioru tablii, qtg k}ta’r'\_fch majg tiyc
20 20 478240 v = iczone czestosci. Jesli argumen
(21 21 481480 9 5 n 1 2 =5 4 nu?:'ger 40 %@'NAJCZESCIB tablica_dane nie ma zadnych wartosci, —
22 | 22 484470 funkcja CZESTOSC daje w wyniku
23 23 473890 tablice zer.
Zbior
%} gg jggﬁjg danych | Czestosc Histogram Tab!icaiprzedziaf_y 'jest to trablica lub )
26 | 26 457300 435000 ) adres DIZ’EdZIafGEN, w ktorych chce sie
o7 27 448920 445000 1 grupowac wartosci argumentu
28 28 471840 455000 4 14 tablica_dane. Jesli argument
29 | 200 461140 465000/ 10| 12 4 \ tablica_przedzialy nie zawiera Zzadnych
E 30 501 75000 17 w 10 wartosci, funkcja CZES‘TOSC podaje w
31 31 4838%0 485000 7 i 8 wyniku liczbe elementow w
132 | 32 4727 495000 5 b argumencie tablica_dane.
133 | 33 48677 505000 1 ﬁ 6 U %
34 | 34 47067 515000 0 o 44 wagl .
35 35 48741 Wigcej 0 2 e Funkcja CZESTOSC wprowadzana jest
38 36 438040 0 jako formuta tablicowa po wybraniu
137 | 37 452840 R R OE & R W W zakresu sasiadujacych komérek, w
el Sy 474890 & o 2 o i o = Fr ktorych ma byc zrealizowana funkcja
39 30, 480000 = = = = = = = = rozktadu.
40 40 464970 8 8 8 8 8 8 &8 8
% 2Zbiér danych e Liczba elementow w tab_licy wynikowej
Vel I’l?st o je(’ien wieksza, niz liczba
= elementow w argumencie

M4 » M} histogram \470kohm_01 ]—‘ AL tablica_przedziaty. Na przykiad, kiedy
Gotowy \ ‘ | obliczamv liczehnosd trzech 2

N
| \ Czestosé Histograrr.] — Wykres (E;zstOéC_i
Granice wysfgpienia r@nych wartdci
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Koniec wyktadu 5 !!! Koniec wyktadu 5 ! Koniec wyktadu 5 !!! Koniec wyktadu 5 !!! Koniec wyktadu 5 !!! Koniec wyktadu 5 !!!

Histogram — przykiad z serrezystorow

Multimetrem BM859CF wykonano pomiary rezystancjidfpno 40 sztuk opornikbw metalizowanych
typu MLT o wartaci 470 kQ i tolerancji £ 10 % pochodzych z jednej serii produkcyjnej. Multimetr
ustawiono na zakres 500,0@k(ze standardogrozdzielczécia 4 4/ cyfry). Wyniki pomiaréw
przedstawiono w postaci wykresu pigji Kolejne punkty paiczono ze sab odcinkami. Wyniki
pomiaréw réznia sie wyraznie miedzy solm, co oznacza wygpbowanie rozrzutu parametrow
opornikow w serii produkcyjne;.

Celem pomiarow jestoszacowanie parametrow statystycznygungby rezystorow i ocenienie,

czy seria produkcyjna spetnia wymaganig

deklarowanej przez producenta tolerancji = 10 % ?
510000
500000+

AN NN NAY A
wwo =\ WV VO

RIQ]

440000+ \!
numer rezystor
430000 T T T T T L s A A B A L ) B L L A
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Histogram — przykiad z serrezystorow c.d.

Na podstawie wynikdw pomiaroabliczona
- wartosé srednia X =470621Q
- odchylenie standardowe pojedynczego wynikig(x)=13763,71Q = 13800 Q

W rozpatrywanym przypadku nale ustalt, czy zaobserwowany rozrzut waito rezystancji mee
upowania¢ do stwierdzeniaze seria opornikdw z ktorych pochodzi badana prdisnga wymogi
toleranciji.

Zakladajc, ze wartgci rezystancji podlegqj rozktadowi normalnemu nima przypé, iz
prawdopodobigstwo,ze dowolny opornik &dzie miat rezystanejz zakresu:

od - 30 do u+ 3o (przedziat trzy sigma) jest rowne 99,74 %, a vec bardzo bliskie 100 %.

Najlepszym estymatorem wasto oczekiwanej jestwartosé sredniaX , a najlepszym estymatorem
odchylenia standardowegojestodchylenie standardowe z probys(x;).

Obliczamy potow szerokdci przedziatu trzy sigma:

30=35(X)=41400Q = 42 kQ
Wynik zaokgglono w goe do 2 cyfr znacgcych aby unikgé zbyt dwzego zaokiglenia powyej 20 %
(czyli do 50 KQ).
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Histogram — przykiad z serrezystorow c.d.

Podsumowanie rezystancje badanych opornikéw podlegapzkiadowi normalnemu o wakoi
oczekiwanej 471 ® i odchyleniu standardowym 13,8X Oznacza tozg dowolny opornik z serii
produkcyjnej posiada rezystancg zakreSU}d 429¢k do 513\ K2 prawdopodobigstwem 99,74 %

rzedziat ®).
(P ) 16 6% 10% N\
14 |« Ve 3 P« 30 Y P
121 | < >
o 10 —
O 6

423 KQ do 517 K2.
2.Réwnieg estymowany przedzialBw catasci miesci sie granicach okrdonych 4 tolerancy.
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Histogram — przyktad z nagmiem w sieci energetyczne]

Multimetrem BM859CF wykonano seri4d50 pomiaréw napcia w sieci energetycznej. Pomiary
trwaty 10 minut. Multimetr ustawiono na zakres 3D,V (ze standardoav rozdzielczdcia
4 4/ cyfry). Wyniki pomiaréw przedstawiono w postaci wgku poniej. Kolejne punkty paiczono
ze solg odcinkami. Wyniki pomiarowo0znia Si¢ wyraznie miedzy soly, co oznacza wygpowanie

przypadkowych zmian warfoi napecia w sieci.
Celem pomiarow jest oszacowanie parametrow statysiich wartéci napec i1 ocenienie,
czy napkcie spetnia wymagania przepisow ?

W Polsce zgodnie z obogrujacymi przepisami w sieci energetyczmg) srednia warté¢ skuteczna
napkcia fazowego mierzona wagu 10 minut (w normalnych warunkach pracy, yeglapc przerwy
w zasilaniu) powinna mgei¢ sie w przedziale 230V +10%, di85% pomiaréw w okresie kalego

tygodnia.
Y9 231
U]
230,5- M
230 N ¥
e
229 | *Iﬂ A W
228,5 M
numer pomiaru
1 51 101 151 201 251 301 351 401
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Histogram — przyktad z naggiem w sieci energetycznej c.d.

Niepewnd¢ rozszerzog obliczono zaktadap rozkiad normalny i poziom ufgoi 95,6%
(wspotczynnik rozszerzenia k=2). Ostatecznie wypokniarusredniej wartéci skutecznej napcia w
czasie 10 minut maa zapisénastpujaco:

U=229,3 V £ 1,7 Vgdzie liczba za znakiem * jest wait® niepewndci rozszerzonej obliczonej dla
wspotczynnika rozszerzenia_k=2 opartego na rozkéadwrmalnym i okréajacym przedziat o
poziomie ufndéci szacowanym néb,

180~
160 Ay 20 N
140
o 120
& 100 |
gy 80 |
O 60+
40 +
20
U
207 V ol I A 253V
N N N N N N N N N
N N N N N w w w w
~ o0 o0 O (o] o o = =
133 o ol [e) ol [@) ol fe) o1

Wyniki pomiaréw w postaci histogramu. Licziprzedziald
aby mana byto ocerd rozktadu. WszystKi IKi pomiaréw napia mieszcgca si¢ w zakresie
230 V £ 10 %, czyli od 207 V do 253 V. Rowrieestymowany przedziat®w catcsci miesci sie
granicach okrdonych g tolerancy z duzwym zapasem. Mma wkic stwierdzé, ze w badanym okresie
10 minutnapiecie w sieci spetniato wymagania przepisaw

nakowej szerako dobrano tak,
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Niepewnad¢ pomiaru

Niepewna¢ pomiaru | (ang. Uncertainty [An so:tntl]) jest

zdefiniowana jako parametr, zygany z wynikiem pomiaru,
charakteryzujcy rozrzut warto sci, ktdbre mana w uzasadniony
Sposob przypisawielkosci mierzonej.

Uwagi:

1.Podana definicja jest wa dd¢ ogolna, nieprecyzyjna.

2.W praktyce stosowana jest niepevhstandardowa.

Niepewnaé¢ standardowa zdefiniowana jest jako niepewfio

wyniku pomiaru wyraona w formieodchylenia standardowego
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Metody obliczania niepewroi

Wyrdznia st dwie metodyobliczania niepewnigi:
metoda typlA | metoda typuB.

Metoda typu A jest to metoda obliczania niepew’;n@drog;

analizy statystycznejserii pojedynczych obserwacii. 4

Metoda typu B jest to metoda obliczania niepevﬁn@sposobami
Innymi niz analiza serii obserwacji. \

Zalecane oznaczenia
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Niepewnd¢ standardowa ziamna

Niepewna¢ standardowa ziawona| (taczna, catkowita)u, jest

obliczana jako pierwiastek z sumy kwadratow niepaen
sktadowych, obliczonych odpowiednio me4idali (lub) B.

u, :\/ui2 +u?

Uwaga: poprawnie jest mowi , sktadanieniepewngci” , a nie:
,2sumowanie niepewnai’.

Inne spotykane okkeenia:
Suma geometryczna (diugowektora lgdacego
sunmy dwoch wektorow prostopadtych do siebie)
ang. Root — sum — of — squares
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Niepewnd¢ rozszerzona

Niepewna¢ rozszerzona U okresla przedziat wokot wyniku

pomiaru, ktory obejmuje dig cze$¢ rozktadu wartéci, ktdre mana
w uzasadniony sposob przypisaielkosci mierzone,).
Wspotczynnik rozszerzenia kjest to wspotczynnik liczbowy

zastosowany jako muanik ztozonej niepewnséci standardoweyi, w
celu otrzymania niepewRoi rozszerzoney.
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WSspotczynnik rozszerzenia

Zwykle wartag¢ wspotczynnika k przyjmuje siz przedziatu
od2do 3

tak, aby dla przytego rozkiadu prawdopodoligtwa uzyska
zatovoma szerok@¢ przedziatu niepewrigi z akceptowalnym
poziomem ufnéci.

Najczscie] przyjmuje s3:
rozktad normalny (dla dtugich serii pomiarow),
rozktad t-Studenta (dla krotkich serii) oraz

rozktad prostokatny (wykorzystupc btad graniczny miernika
podany przez producenta).
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Procedura wyznaczania niepewaio

Przedstawiona  procedura wyznaczania niep8ono ma
zastosowanie:

dla pomiarow bezpwednich,
przy duwej liczby pomiarow.

Ocena niepewrsti pomiarow pérednich, dla matej liczby
pomiarbw oraz inne bardziej zaawansowane przypadki
szczegotowo opisane w Przewodniku [1] | Nocie Techmej [2].
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Wyznaczanie niepewrdol w 5 krokach

Procedura wyznaczania niepewoizawiera s w 5 krokach:

1. wyznaczanie niepewsa u, metod typu A,

2. wyznaczanie niepewsa u; metod, typu B,

3. wyznaczanie niepewsa ztozoneju, ,

4. wyznaczanie niepewld rozszerzondy ,

5. zaokaglanie wynikow obliczé i podawanie wyniku kficowego.
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Krok 1 - wyznaczanie niepewsa u metod typu A

W kroku pierwszym wyznaczana jest niepewsio u metoad
typu A na podstawie wynikow seriin pomiaréw:

odchylenie standardowe
pojedynczego wyniku

o =)= 2= LS -xy

n-1)4

odchylenie standardowe pierwiastek z liczby pomiaréw n
wartasci sredniej w serii
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Krok 2 - wyznaczanie niepewsa u; metod typu B

W kroku drugim wyznaczana jest niepewstou; metod, typu B
na podstawie:

- danych technicznych przyadw (np. z klasy doktadroi),
- danych dosipnych z literatury (np. rozktad g@dow kwantowania),
- z wezéniejszych wynikow pomiarow (np. z innego laboratarju

Najczsciej korzystamy z danych technicznych prazylaw, tzn.:

z klasy doktadnosci (mierniki analogowe) lub z innego sposobu
podawania btedow granicznych przyrzadu pomiarowego
(mierniki cyfrowe)
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Krok 2 - wyznaczanie niepewsa u, z klasy miernika

Niepewnd¢ pomiaru typu B ména okrgli¢ na podstawie podanego
przez producenthtedu granicznegomiernika.

Poniewa producent gwarantujeze 100% hkb¢dow miernika jest
mniejszych od okrdonego dla niego bbHu granicznego, przyjmuje
sic prostokatny rozktad btedow popetnianych przez miernik, o
szerokdci 2arownej 2A,.

Uwzgledniajpc znane Wasciwosci rozktadu prostonego wyznacza
sic w takim przypadku niepewld6d typu B roéwne odchyleniu

standardowemu dla rozktadu prositriego:

P} a a A

1 Pole powierzchni u — — g r
2a N / rowne 1 . T e

3

)

7
[ 7
0 G

\/
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przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa - przerwa

Krok 2 — obliczanie ldu granicznegad,,

Dla miernikow analogowych:

Najczestszy sposob: klasa wyiana w procentach zakresu

KITX,,
10C

A, X=

Dla miernikow cyfrowych:

Pierwszy sposola% z odczytu (angdg — reading + b% z zakresu (and=SR — Full Scale Range

alrdg N b[FSR
10C 10C

Drugi spos6ba% z odczytu (angdg — reading + b najmniej znacgcych cyfrd (ang.d — digif)

a[rdg+b_dj
10C
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A, X=

Ay X =



Krok 3 - wyznaczanie niepewsad ztozoneju,

W kroku trzecim wyznaczana jest niepew§m ztozona (hczna
catkowita)u, wedtug metody ,pierwiastek z sumy kwadratow” :

u, :\/ui2 +us

Operact te nazywamysktadaniem niepewndci.
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Krok 4 - wyznaczanie niepews rozszerzoney

W kroku czwartym wyznaczana jest niepew§torozszerzonaJ
jako iloczyn niepewni catkowitej u. i wspotczynnika
rozszerzeni:

U =klu,

Wartas¢ wspotczynnikak przyjmuje s¢ z zakresu od 2 do 3,
zalenie od przygtego rozkiadu prawdopodolistwa |
zaktadanego poziomu ufém. Praktycznie najezcie] przyjmuje

30

Sie rozktad normalny, wtedy: o)} o
. . 1
k=2 dla poziomu ufnéci p=95,46 %, N R
k=3 dla poziomu ufnéci p=99,74 %. //< .
0 N —
¥
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Krok 5 - zaokgglanie obliczé i podawanie wyniku

W kroku pi atym zaokgglane g wyniki obliczea i podawany jest
koncowy wynik pomiaru wraz z niepewRoia.

Podstawowa zasadaliczba cyfr znacgcych zapisanych w wyniku
pomiaru powinna odpowiadgegorzeczywiste] doktadndgci.

Czesto popetnianymbtedem jest podawanie wynikOw pomiarow
oraz ich niepewnsei zbyt dokiladnie, tzn. z nadmiemliczba cyfr
znacacych.
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Krok 5 — zalecenia przy obliczaniu i zagglaniu wynikow

1.Niepewnaici  (btedy) obliczamy z trzema cyframi znacymi |
zaoknglamy|zawsze w go¢ do jednej cyfry znacce) lub do dwaoch cyfr

jesli zaoknglenie przekraczatoby 20%

2\Wynik pomiaru obliczamy z taka samg liczba cyfr

znacacych, jak

posiadag wyniki odczytane z przygdow pomiarowych, j@i obliczamy
sredng z powyze] 10 pomiarow uwzgbniamy dodatkowo jedma cyfre
znacacy | powyzej 100 pomiarow uwzgtniamy dodatkowo dwie cyfry

znacace.

3.Wynik pomiaru zaokraglamy do tego samego miejs¢cado ktorego

zaokgnglono wynik obliczé niepewndci, tzn. ostatnia cyfra znagza w
wyniku pomiaru i jego niepewrdol powinna wysipowa nha te] samej

pozycji dziesgtne.

4.Reguta zaolkglania powinna by

symetryczna

zaokgglania powinien gzy¢ do zera.
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Krok 5 — reguta symetrycznego zagglania

Zasady zaolgglania (zapewniage symetrycznezaokgglanie):
- jesli pierwsza odrzucana cyfra jasiniejsza od 5to zaokgglamyw dot,
- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesteksza od 5to zaokgglamyw gore,

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesiwna 5 i nastpne cyfry z jej prawej
stronynie @3 zeramito zaokgglamyw gore,

- jesli pierwsza odrzucana cyfra jesiwna 5 i nastpne cyfry z prawej jej
strony sa zerami to zaokaglamy w gore lub w dot tak, aby ostatnia
pozostawiona cyfra byta cyfiparzysta.
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Krok 5 — przyktady symetrycznego zagglania

W zapisie wyniku oblicz@ zaleca s stosowanie odpowiednich
przedrostkow (kilo-, mega-, mili-, mikro- itp.) | wiakrotnosci potgowe
(tzw. zapis naukowy) tak, aby niepewnom obarczone byty jedynie miejsca
dziesttne i setne.

Przyktady prawidtowego zaodglania:
m=(32,55+0,734) g zaokglamy do m=(32,6+0,8) g,

C=(2453+55) nF zaokglamy do C=(2,45+0,0Q9)F ,
1=(43,284+£1,23) mA  zaokglamy do1=(43,3+£1,3) mA,
P=(4250+75) W zaokglamy do P=(4,25+0,08) kW

R=(237465t1270)  zaokaglamy do R=(237,4620,13)X.
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Multimetrem BM859CF wykonano w krotkich odpaich czasu seril00
pomiarOw napicia baterii 3R12 (ec&ciowo roztadowanej). Multimetr
ustawiono na zakres 5.000 00 V (z rozdziesczn 5 4/ cyfry). Wyniki
przedstawiono w postaci wykresu. Ze walyl na wptyw srodowiska,
zaktoceh, niestatdci parametréw woltomierza i innych ¢o nieznanych
przyczyn wyniki pomiarOw rinia Sie miedzy sola, co oznacza
wystepowanie b¢dow przypadkowych.

3,635

3,633
3,631
3,629
3,627

3,625
3,623
3,621

3,615\\\\ T

napkcie [V]

P g T,

3,619
3,617 1

: VYW

1
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Na podstawie wynikow pomlarg@czono

- wartas¢ sredng: X =3 6273'E
- odchylenie standardowe pojedynczego wyn#x)=0,0026457 V
- odchylenie standardowéeedniej:s( X )=0,00026457 V

Z danych miernika obliczono jegogtgranicznyA

A, =0,02%1363V +2110uV = 7,26010* V +210° V =7,46010" V

Wartcé¢ srednp ze 100 pomiarow obliczono z dokladon|lepsa
niz rozdzielczé¢ pomiarow (1@V), pozostate parametry obliczano z
trzema cyframi znageymi, aby mana byto je ostatecznie zaakgti¢

do dwoch lub jednej cyfry znagze,;.
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Wyznaczanie niepewloi — bfad graniczny multimetru

USER'S MANUAL BM 857 , BM857CF - BRYMEN

ELECTRICAL SPECIFICATIONS

is +
ess than 75% relafivd humidity.

True RMS voltage
otherwise specified.
frequency components within th

BrvMEN)

BRIGHT PEOPLE'S CHOICE

% reading digits| + number of digits){or otherwise specified(at 23°C + 5°C &

current accuragies are specified from 5 % to 100 % of range or
ximum Crest Hactor < 5:1 at full scale & < 10:1 at half scale, and with

specified frequency bandwidth for non-sinusoidal

Eligiusz Pawtowski
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waveforms.
DC Voltage | Ohms
RANGE Wzssgcz‘( BM857 | |RANGE BM859CF BM857
. Accuracy Accuracy
500.00 mV, 0.02%|4 2d [[0.03% + 2d| [500.0002 0.07%+10d
5.0000V, 50.000V | / \ 5.0000kQ .
500.00V 9.04%+2d\ [0.05% + 2d| [50.000kx | 0.07%+2d | O-1%+6d
1000.0V [0.05%+ 2d\| 0.1%+2d | [500 00kQ ~
NMRR: >60dB @ $0/60Hz 5.0000MQ | 0.2%+6d | 0.4%+6d
CMRR: >120dB C, 50/60Hz, Rs=1kQ 50.000MQ 20%+6d | 2.0%+6d
input Impedance: }OMC, 30pF nonynal - open Circuit Voltage: < 1.3VDC (< 3VDC f
(B0pF noffinal for 500mV rahge)  sooe range) ge: < 1.3VDCA or
Agr =|0,02%1[3,63V|+2[(10uV
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Obliczenie niepewniei:
- niepewndc¢ typu A: u.=5(X)=0,000265 V

- niepewnd¢ typu B: _
P yp By _74600"V

=4,3110" V

- niepewnd¢ ztozona:

U, =,/u? +u? =4/0,000268V?2 +0,00043FV? =0,000506V

- niepewnd@¢ rozszerzona:

U =klu, =3[0,000506V =0,00152v =0,0016V =1,6mV

Niepewnd¢ rozszerzoa obliczono zaktadap rozktad normalny |
poziom ufng@ci 99,7% (wspotczynnik rozszerzenia k=3).
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Wyznaczanie niepewRlol — przyktad z pomiarem najmia

Ostatecznie wynik pomiaru ngpia mana zapisé@nastpujaco:

U=3,6274 V £ 1,6mV gdzie liczba za znakiem +* jest w&sitp
niepewndci rozszerzonej obliczonej dla wspotczynnika rorzzeia
k=3 opartego na rozktadzie normalnym i ckagcym przedziat 0
poziomie ufneci szacowanym na 99,7%

Nalezy zwrdck uwag: na zapisanie wyniku pomiaru tak aby wynik i
jego niepewn& byly ze sobh zgodne pod wzgidem liczby cyfr
znacacych. rd

U=3,6274 V

0,0016 V = 1,6mV

Niepewnd¢ podano z-dwoma cyframi znaczcymi, aby unikigé zbyt
duzego zaokiglenia powye|] 20 %.
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Wyznaczanie niepewRroi — histogram

Wyniki pomiaréw przedstawiono w postaci histogramiticzbe
przedziatow o jednakowej szerako dobrano tak, aby nioa byto
ocent typ rozktadu.
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Zwigkszanie

Podsumowanie — Wprowiidz_one EoA doktadnaci
Zmienna Iosowa\ o Histogram vn razy
¢ \ préba ~~ T
- Estymator
Estymacja
Rozktad prawdopodohistwa populacja ymac odchylenia
& ~a v / standardowego
Dystrybuanta Parametry rozkfadué— Estyaie srednie]
i — Wariancia Klasa miernika
Funkcja gstasci Wartosé J Niepewndgé pomiart
J oczekiwana \ Y / / \ v
odchylenie Btad graniczn
Rozktad standardowe—> TYPUA Typug 4“9 y

prostolkgtny \ -~

Niepewnd¢ ztozona  Wspo6tczynnik

Rozktad rozszerzenia
tréjkatny v /

Niepewnd¢ rozszerzona

Rozktad Centralne Symetryczn_e
normalny . twierdzenie * / zaokgglanie
graniczne Zapis wyniku pomiaru
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Podsumowanie

1.Przy obliczaniu niepewiol map zastosowanie metody statystyczne
2.Niepewng¢ jest parametrem charakterygoym rozrzut wartéci
3.Niepewndci obliczamy metogl A i (lub) metoc B

4.Procedura obliczania niepevéabobejmuje 5 krokow

5.Wynik pomiaru podajemy wraz z niepewo rozszerzos

6.Waznym zagadnieniem jest odpowiednie zagkanie wynikow

7.Rozrzut wynikbw mgne przedstawigraficznie na histogramie
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